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W artykule pokazano zastosowanie transformaty Meltdo porzdkowania tréjlgtnych
i trapezowych liczb rozmytych, ktére stosowane do lingwistycznego oienia ocen wa-
riantéw decyzyjnych w rozmytej metodzie SAW. Propaana metoda bazuje na funkcji
gestasci prawdopodobigstwa zawizanej z liczlh rozmyt, otrzymanej w wyniku transfor-
macji proporcjonalnej oraz wykorzystuje transforgnMellina do wyznaczenia waroi
oczekiwanej i wariancji. Otrzymane charakterystiyjgzbowe pozwala na uszeregowanie
liczb rozmytych i utworzenie rankingu wariantéw geginych. O pozycji w rankingu de-
cyduje warté¢ oczekiwana, tzn. im wisza jest jej warkd®, tym wyzsza pozycja wariantu
decyzyjnego w rankingu. Przy jednakowych wéetach oczekiwanych wgz pozycp
wariantu decyzyjnego w rankingu wskazuje mniejsast@¢ wariancii.

W artykule szczeg6towo przedstawiono zal@ci na stad proporcjonalnéci do wy-
znaczenia funkcji gstasci prawdopodobigstwa zwizanej z liczh rozmyt, transformag
Mellina, warté¢ oczekiwan oraz wariangj dla liczb rozmytych tréjitnych i trapezowych.
Zalety proponowanej metody jest uwzdhienie klasy funkcjiR i L w definicji liczb roz-
mytych typuRL, a nie tylko kilku wybranych argumentéw. Z tegogleziu prezentowane
rozwigzanie szeregowania wariantéw decyzyjnychzenby¢ alternatywy dla czsto stoso-
wanych metod defuzyfikacji w dyskretnych rozmytyahetodach wielokryterialnego
wspomagania decyzji (FMADM), bazajych na wartéciach granicznychafra i nénika.

W artykule przedstawiono zastosowanie proponoweretpdy w wybranym obszarze
zarzdzania przedsbiorstwa na dwoch przyktadach podejmowania deayajieciu wielo-
kryterialnym. Przyktady praktyczne pokazigkuteczné¢ zastosowania transformaty Mel-
lina w rozmytej metodzie SAW.

Stowa kluczowe rozmyta metoda SAW, transformata Mellina, podejmnie decyzji
wielokryterialnych, tréjlgtne liczby rozmyte, trapezowe liczby rozmyte

1. WPROWADZENIE

W otaczajcym nasswiecie powszechnie spotyka siytuacje, w ktérych trzeba padj
decyzje biogce pod uwag réznorodne kryteria (czasami wzajemnie sprzecznepviAaj
jace st w tym procesie trudrsoi spowodowatyze w ostatnich latach nagit gwattowny
rozwéj metod okrdanych mianem dyskretne metody wielokryterialne evepgania
decyzji (MADM, Multi Attribute Decision Making). W metodach tych zbiér danych sta-
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nowia: zbior wariantdw decyzyjnych, z ktérych decydehte wybr& najlepszy; zbior
kryteriow, wzgkdem ktérych oceniangg analizowane warianty decyzyjne; wektor wag
okreslajacy istotn@¢ poszczegoélnych kryteribw oraz tzw. macierz deayaygtazona

Z wartagci ocen poszczegoélnych wariantéw decyzyjnych wadegin kolejnych kryteriéw.
Na podstawie tych danych tworzony jest rankingolivy szeregujcy analizowane wa-
rianty decyzyjne od najlepszego (napsya pozycja rankingowa) do najstabszego (naj-
nizsza pozycja rankingowa). W przeglsibrstwie metody teaswykorzystywane do anali-
zy réznych form probleméw decyzyjnych, edizy innymi alokacji zasobéw, wyznaczania
strategii, prognozowania, rozaziywania konfliktow itp.

Jedn z najbardziej znanych i najgziej wywanych dyskretnych metod wielokryte-
rialnych jest metoda SAWSmple Additive Weighting). W metodzie tej dokonuje ¢si
podziatu kryteriow na dwie grupy: typu ,zysk” (imigeej, tym lepiej) oraz typu ,koszt”
(im mniej, tym lepiej). Nagpnie normalizuje si elementy macierzy decyzyjnej w celu
zapewnienia poréwnywaldoi wartagici ocen poszczegoélnych wariantdéw decyzyjnych
wzgledem kolejnych kryteriow. Wariantem decyzyjnym, kt@owinien zostéa wybrany,
jest ten, dla ktérego uzyskana sumaevea ocen ma najwksz wartas¢. Takie uporzd-
kowanie wariantéw decyzyjnych i wskazanie najlegszgest maliwe w sytuacji, gdy
elementy macierzy decyzyjnej oraz wektor wageecyzyjnie i jednoznacznie okiene
za pomog liczb rzeczywistych. W praktyce oceny takie (szinie elementy macierzy
decyzyjnej) mog by¢ trudno mierzalne lub feich ocena w sposéb Hoiowy maze by
wrecz niemaliwa. W takiej sytuacji mena zastosowiapodegcie lingwistyczne wykorzy-
stujgce gzyk naturalny zamiast licZbW takim wypadku zmienne lingwistyczne ana
opis& za pomog liczb rozmytych. Efektem dziatania metody SAWHlp réwniez liczby
rozmyte, ktére po wyostrzeniu utwagrzanking i wskag najlepszy wariant decyzyjny.
Pierwotna metoda SAW przyjmuje wéwczas postetody rozmytej FSAWRuzzy Sm-
ple Additive Weighting).

Jak pokazuj praktyczne zastosowania metody FSEWnajczsciej korzysta si
z liczb rozmytych tréjgtnych oraz trapezowych, dla ktérych stosowane metogio-
strzania opartegsna granicznych warfciach przedziatluagdra i nénika. W wypadku
stosowania innych postaci liczb rozmytych, takiek jiczby rozmyte typulLR, gdzie
funkcje L i R nie g liniowe, metoda wyostrzania powinna uwadhiac rowniez klas;
funkcji L i R. W niniejszym artykule zaprezentowano jedn takich metod opatna
transformacie Mellina.

W rozdziale zaprezentowano podstawowe informacijgyodgee liczb rozmytych,
Z naciskiem na liczby typliR, nastpnie opisano metody SAW oraz jej rozmytej wersiji.
W dalszych cgsciach przedstawiono transformadflellina oraz jej wykorzystanie do liczb
i przedziatow rozmytych typiiR, co pozwala na liniowe pagdkowanie liczb rozmytych.
Przedstawiono rownigprzyktady zastosowania prezentowanych metod.

4 A. Prusak, P. Stefanéw, M. GardiaBraficzna forma kwestionariusza w badaniach AHP/ANP, ,Modern
Management Review” XVI111/20 (2013), s. 171-189.

® F. Herrera, E. Herrera-Viedmiainguistic decision analysis. steps for solving decision problems under linguis-
ticinformation, ,Fuzzy Sets and Systems” 2000/115, s. 67—-82.

6 L. Abdullah, Developing decision on suitable wastewater treatment technology using fuzzy simple additive
weighting, "International Journal of Engineering and Tecloggl’ 7/2 (2015), s. 405-413.

” W. Deni, O. Sudana, A. Sasmitanalysis and implementation fuzzy multi-attribute decision making SAW
method for selection of high achieving studentsin faculty level, ,IJCSI " 10/1-2 (2013), s. 674-680.



Porzidkowanie wariantéw decyzyjnych... 71

2. LICZBY ROZMYTE WEDLUG ZADEHA ORAZTYPU LR

W 1965 roku w czasofmnie ,Information and Control” ukazatagspraca Lotfiego
Zadeha pod tytuterfRuzzy Sets®. Autor wprowadzit w niej pajcie zbioréw i liczb rozmy-
tych, ktére dato mdiwos¢ matematycznego modelowania wiedkbnieprecyzyjnych lub
niepewnych. Znalazto to szerokie zastosowanie vadaigniach zwzanych ze sterowa-
niem i podejmowaniem decyzji.

Zbiorem rozmytymA na uniwersunX nazywa sj zbiér par:

A={(x,1a(x)) : xeX, py : X—>[0,1]}, 1)

gdzie p, jest funkcp przynalenosci zbioru rozmytegod, ktéra kademu elementowi
xeX przypisuje jego stopfeprzynalenosci do zbioru rozmytegd.

Do czsciowego opisu zbioréw rozmytych wykorzystuje giewne charakterystyki.
Jedny z najwaniejszych jest ninik, ktory odzwierciedla rozmyto opisywanej wielko-
sci. Nosnikiem zbioru rozmytegal nazywa s} zbiér oznaczany jakeuppA i okreslony
nastpujaco: suppA = {xeX : u,(x) > 0}°. Inne charakterystyki to malzy innymi nor-
malnai¢ i wypukiosé. Zbidr rozmytyA jest normalny, gd@xeR : u,(x) = 19, a wypu-
kly, jezeli Vxy, x, R, VAe[0,1] ¢ py(Ax; + (1 — M)xp)>min(uy (o), g (x2))

Liczba rozmytad jest wypuktym, normalnym zbiorem rozmytym ocmym na uni-
wersum liczb rzeczywistyctX = R) takim,ze'Z

o Al xgeR: pyulxy) =1;

e u, jest kawatkami gigta.
Poniewa w okresleniu liczby rozmytej nie ma zatenia o cagtosci funkcji przynaleno-
$ci uy, liczby rzeczywiste z funkgjcharakterystycznmog by¢ traktowane jako szcze-
g6lne przypadki liczb rozmytych. Podstawowe dzietarytmetyczne na liczbach rozmy-
tych opieraj siec na zasadzie rozszerzahiaNiechA i B beda liczbami rozmytymi o funk-
cjach przynalenosci u, i ug, wowczas dodawanie (+), odejmowanie
(=), mnaenie ()i dzielenie (:) wygldaja nastpujaco:

Hap(z) = sup  min(u,(x), up(¥)), )

X,Y,Z=X*y

gdziex€ {+,—,,:}, x,y,zeR (przy dzieleniuy=0).
tatwo zauway¢, ze wykonywanie jakichkolwiek dziataarytmetycznych na liczbach

8 L.A. Zadeh Fuzzy sets, ,Information and Control” 1965/8, s. 338—353.
9 D. Dubois, H. Praddsuzzy Sets and Systems: Theory and Application, Academic Press, New York 1980.
10 | bidem.

1 H.J. ZimmermannfFuzzy Set Theory and Applications, wyd. 4, Kluwer Academic Publishers, Boston—
Dordrecht—London 2001.
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rozmytych jest d& skomplikowane. Zgodnie z (2) wymagajne wykonania wielu ope-
racji zarbwno na stopniach przynatesci, jak i na elementach éoikéw. Ponadto zasto-
sowania praktyczne liczb rozmytych pokaguje ich funkcje przynalmosci zazwyczaj
nie g dyskretne, ale ggte oraz maj das¢ regularny ksztatt ¢sto w postaci tréjta,
trapezu, krzywej Gaussa itp. Oznaczaztnie trzeba podawastopni przynalenosci dla
wszystkich elementéw daoika (elementyx’ z zerovg wartcicig funkcji przynalenosci
(ua(x) = 0) nie g uwzgkdniane), a jedynie kilka parametréw, ktére jednaznée
opisz regularne funkcje przynalrosci.

Spostrzeenia te sprawityze Dubois i Prade przedstawili specjaforme prezentacii
liczb rozmytych, nazywanreprezentagjtypu LR, ktéra oparta jest na funkcjach odnie-
sienia. Funkcjd. jest funkcj odniesienia, jeeli'*:

¢ L(—x) =L(x);
e LO)=1;
* L jest funkcy nierosmca w przedzialg0, +©).
Liczba rozmytad jest liczly rozmys typu LR, gdy jej funkcja przynaleosci ma posté

L (mA_x) gdy x<my,

pa(x) = B ©)
R(

x—-mgp

Ba

) gdy meA,

gdzie L i R s funkcjami odniesieniain, jest liczly rzeczywisi, nazywan wartcscia
srednig (1,(my) = 1), natomiastr, > 0 i B4 > 0 s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
zwanymi odpowiednio rozrzutami lewo- i prawostrommidp.

Funkci przynalenaosci (3) liczby rozmyted typu LR charakteryzyj trzy parametry
my, @, i B4, CO pozwalag zapisé w postaci (rys. 1a):

A = (my; ay; Ba). 4

Podstawowe operacje na liczbach rozmytych tyBusprowadzaj sie do operacji na
tych trzech parametrach (paej zaprezentowano dwa dziatania wykorzystywane
w dalszej cgsci pracy). Niech dane edg liczby rozmyte S = (mg; a5, Bs) | Z =
(my; az; B;) oraz liczba rzeczywistee R, wowczas:

e suma liczb rozmytycls i Z jest réwna:
S+7Z=(ms+mgas+azfs+P), )

« iloczyn liczby rzeczywister i liczby rozmytejS jest rowny:
r-S=00 mgr-asr-Ps). (6)

14, Kacprzyk Zbiory rozmyte w analizie systemowej, PWN, Warszawa 1986.
15D. Dubois, H. Pradep. cit.
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Rys. 1. a) Liczba rozmyta typu LR; b) Przedziat rozmyt® typu LR

a) b)
A H(X) B
1 1 : :
/ \R
: > x ! ! > x
m,-a, m, m, +/8A My-a, Mg Ng n B+,B B

Zrodio: opracowanie wlasne.

W praktyce dé¢ czesto ma@na st spotk& z sytuacy, ze istnieje wgksza liczba argu-
mentéw (przedziat), dla ktérych funkcja przynalesci liczby rozmytej przyjmuje war-
tos¢ jedert®. Taki zbiér nazywa sijadrem zbioru rozmytegel i oznacza jakokerA
(kerd = {xeX:u, (x) = 1}). W takiej sytuacji liczba rozmytd typu LR staje s} prze-
dziatem rozmytynB typu LR o funkcji przynalenaosci postaci (rys. 1b):

JL (mj—;x) gdy x <mg
pp(x) = 1 gdy mp <x <ng, (7)

LR (%) gdy X = ng

gdzie wszystkie oznaczenia analogiczne jak dla liczby rozmytej. Przedziatmyry
charakteryzyj cztery parametry, co mna zapisé&w postaci:

B = (mg; ng; ag; Bp)- 8

Operacje wykonywane na liczbach rozmytych typRl mozna tatwo przeni€ na
przedzialy rozmyte typlR17.

Jak ju wspomniano we wepie, w praktycznych zastosowaniach liczb rozmytyth,
przyktad w metodach wielokryterialnych, bardzestp funkcje odniesieniagdiniowe.
Wodéwczas zamiast odpowiednio o liczbach rozmytycbraz przedziatach rozmytydh
typu LR méwimy o trojlgtnych oraz trapezowych liczbach rozmytych.

Funkcja przynalenosci trojkatnej liczby rozmytejd, ktora jest szczeg6inym przypad-
kiem funkcji przynalenaosci (3), ma posta

L(x)=g gdy a<x<bh
ta(x) ={R(x) =z:—z gdy b<x<c - )
0 gdly x<avx=>c

16 3. Kacprzykop. cit.
17 | bidem.
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gdzieL(a) = 0, L(b) = R(b) = 1 i R(c) = 0. Ponadto zazwyczaj stosuje giny zapis
dla tych liczb nt (4). Liczby trojlgtne opisanesstrojka liczb rzeczywistychd = (a; b; ¢),
gdziea =my —au, b =my ic=my, + S, (rys. 2a).

Rys. 2. Funkcje przynataosci liczb rozmytych: a) trojitnej (1;4;6); b) trapezowej
(1;4;7;9) oraz zwizane z nimi ich funkcjeggtasci prawdopodobigstwaf (x)

a) b)

1

0,18

2 4 6 8 10
Zrodio: opracowanie wiasne.

Z kolei funkcja przynalnosci trapezowej liczby rozmyteB, ktéra jest szczeg6lnym
przypadkiem funkcji przynaimosci (7), wyghda nasipujgco:

( L(x)=g gdy a<x<b
1 gdy b<x<c
pp(x) = d-x ; (10)
R(X)ZE gdy c<x<d
0 gdy x<avx=>d

gdzie L(a) =0, L(b) =1, R(c)=1 i R(d) =0. W tym wypadku, w poréwnaniu
Z zapisem (8), stosujeesopis B = (a; b;c;d), gdziea =mg — agz, b = mg, C=ng

i d =ng+ B (rys. 2b). W kolejnej agci przyblizono metog SAW oraz jej rozmyt
wersg.

3. METODA SAW | JEJ ROZMYTA WERSJA

Metoda SAW zostatazyta po raz pierwszy w publikatijako sposob rozwrania
problemu wyboru inwestycji. Metoda ta wywodz i tzw. szkoty amerykaskiej, gdzie
algorytm decyzyjny oparty jest na funkcjizyieczndci, ktoéra agreguje warfoi ocen
wariantow decyzyjnych dla poszczegolnych kryteriawywzgkdnieniem wag kryteriow.
Kazdy dyskretny, wielokryterialny problem decyzyjny fma przedstawiw postaci ma-
kryterium decyzyjne, wiers#im (m =1,..,M) m-ty wariant decyzyjny, a elementy
macierzyx,,, (n=1,..,N; m=1,..,M : x,,€R) — oceg m-tego wariantu decyzyj-
nego ze wzgdu nan-te kryterium. W analizie uwzglinia s¢ réwniez numeryczne
(ostre) wagi kryteriunWn (Wn > 0,n = 1, ..., N), ktore spetnigj warunekW1 + W2 +
-+ WN=1.

18 C.W. Churchman, R.L. Ackoff, E.L. Arnoffptroduction to operations research, Wiley, New York 1957.
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W metodzie SAW, ze wzgliu na régnorodny charakter ocen wariantéw decyzyjnych
wzgledem kryteriéw, dokonuje siich normalizacji. Zabieg ten urdowia pozniejsze
poréwnanie wariantéw. Wedtug Hwanga i Yosharaz Chena i Hwangaistnieje wiele
procedur umgliwiajgcych normalizag wartcgsci. Do najczsciej spotykanych nakgy
normalizacja liniowa typu Il, kt6ra jest przeprovzada za pomacnastpujacej formuty:

Xmn
max (Xmn)

vm=1,...Mn=1,.. N: %, = neNz m
mn 1_xm—n gdy nENk( )

max (Xmn)
NneENk

gdy n€Nz

gdzie Nz oznacza zbior kryteriow typu ,zysk” (im wgej, tym lepiej),Nk — zbior kryte-
riow typu ,koszt” (im mniej, tym lepiej).

Kombinacja liniowa wektora wagoweddV1, W2, ..., WN] oraz znormalizowanych
wartasci wariantéw decyzyjnych (11) stanowi funkcjagregujca, ktéra decyduje
0 pozycji w rankingu kadego z wariantow decyzyjnych. Funkcja agregaj, jest zatem
wyliczana na podstawie naptijgcej zalenaosci:

vm=1,..,M:S;(Hm) = X, Wn - Xp,. (12)

Im wigksza warto$¢ funkcji S, tym wariant jest bardziej preferowany ze wzgledu na
spetnienie ograniczen i celéw wyrazonych kryteriami K1 — KN.

W rozmytej metodzie SAW (metodzie FSAW) wariantgyleyjne § oceniane wzgh
dem kadego kryterium nie za pomgdiczb rzeczywistychx,,,, € R, lecz za pomag
okreslen lingwistycznych (np. odpowiednia, dobra, bardzdm@oocena wariantu), uto
samianych z liczbami rozmytym,,,,,. Najczsciej wykorzystywane gsw tym celu troj-
katne lub trapezowe liczby rozmyte, ktorych funkcjgymaleznosci s3 opisane wzorami
(9) i (10). Niektore wersje metody FSAWzakladag okreslenia lingwistyczne wariantéw
decyzyjnych, leczgone utasamiane nie z liczbrozmy#, ale z ost wartdscia liczbowa,
bfednie okrélang jako wart@¢ lingwistyczna (inguistic value). W takim przypadku, po
uwzgkdnieniu ostrej (rzeczywistej) watit liczbowej dla wariantu decyzyjnego, algo-
rytm metody jest analogiczny do metody SAW.

W literaturzé? wyszczegdlniono rine podejcia do wyznaczania funkcji agregogj
na podstawie liczb rozmytych,,,, oraz ostrych (fdz rozmytych) wag kryteriowi/n.
Metody Baasa i Kwakernaaka, Dubois’a i Prade’a @henga i Mclnnisa wykorzystyj
operatora-przeckcia do estymaciji funkcji przynataosci wyjsciowej liczby rozmytej dla

19 C.-L. Hwang, K. YoonMultiple Attribute Decision Making, ,Lecture Notes in Economics and Mathematical
Systems” 1981/186.

20 5.-J. Chen, C.-L. Hwang;uzzy Multiple Attribute Decision Making: Methods and Applications, ,Lecture
Notes in Economics and mathematical Systems” 19%2/3

2L w. Deni, O. Sudana, A. Sasmitanalysis and implementation fuzzy multi-attribute decision making SAW
method for selection of high achieving students in faculty level, ,IJCSI International Journal of Computer Sci-
ence Issues” 10/1-2 (2013), s. 674—680.

223.-J. Chen, C.-L. Hwangp. cit.
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kazdego warianttf — g to zatem metody bardziej zione obliczeniowo. Z kolei metoda
Bonissone’a nie zaktada normalizacji liczb rozmytya wykorzystuje jedynie operacje
arytmetyczne na liczbach rozmytych typR [wzor (5) i (6)]. Jest to znacznie prostsza
metoda do implementacji oraz eéeiej wykorzystywana w literaturze, dlategaz tgest
réwniez wykorzystywana w niniejszej pracy.

Podejcie Bonissone’® zaktada,ze funkcja agreggpa (oznaczona symbolefSy)
wynika z nasipujacych wylicze:

Ym =1,..,M:FS;(Hm) = SN_, Wn - Ay, (13)

gdzie Hm stanowim-ty wariant decyzyjnyWn — wag n-tego kryterium w postaci liczby
ostrej (lmdz rozmytej),A,,, — liczbe rozmyt okreslajacg ocer m-tego wariantu decyzyj-
nego ze wzgidu nan-te kryterium.

Przy zalgeniu wymoguze wskazane warianty mgagpetnid wszystkie kryteria oce-
ny, funkcja agregara mae by wyliczana jako operacja przecia liczb rozmytych
wyrazona z zastosowaniem ogoélnego operatemarmy?® dlaN argumentow:

Ym =1, .., M:FS;(Hm) = T)_,(Wn - Apy). (14)

Wyliczenia na podstawie wzoru (14) nie gwaramtjgdnak, ze otrzymany wynik
w postaci zbioru rozmytegcetizie spetniat wymogi liczby rozmytej (zwtaszcza waek
wypukiosci).

Niezaleznie od podeicia, liczby rozmyte okrgone przez funkcje agregig FS; daj
jedynie ogdiny pogld na ocea wariantéw decyzyjnych. W celu uszeregowania warian
tow decyzyjnych naley dokon& defuzyfikacji liczb rozmytych i liniowego upagdko-
wania otrzymanych wynikédw ocen. Najbardziej prefesay wariant decyzyjny duzie
charakteryzow& sie najwyzsz ocery. W kolejnym rozdziale zaprezentowano metod
wykorzystupca transformag Mellina, ktéra pozwala na pajgkowanie wynikowych liczb
rozmytych za pomagccharakterystyk liczbowych (waoi oczekiwanych i warianciji).

4. METODA PORZADKOWANIA LINIOWEGO LICZB ROZMYTYCH ZA
POMOCA TRANSFORMATY MELLINA

NiechS bedzie liczky rozmyt typu LR o funkcji przynalenosci ug(x). Stosujc trans-
formacg liniows, proporcjonalg (proportional probability distribution) lub jednorodn
(uniform probability distribution)?8, z funkcji ug(x) mazna otrzyma funkcje gestasci
prawdopodobigstwafs(x), ktdra jest zwjzana z liczh rozmyt S. W pracy zastosowano
transformagj proporcjonala, poniewa metoda ta zachowuje przedziatysnika oraz

23 | bidem.

2 p.P. Bonissoné) fuzzy sets based linguistic approach: Theory and applications, [w:] Approximate reasoning
in decision analysis, red. M.M. Gupta, E. Sanchez, North-Holland, Aniaen 1982, s. 329-339.

% M.M. Gupta, J. Qi,Theory of T-norms and fuzzy inference methods, ,Fuzzy Sets and Systems” 1991/40,
s. 431-450.

% K.P. Yoon,A probabilistic approach to rank complex fuzzy numbers, ,Fuzzy Sets and Systems” 1996/80,
s. 167-176.
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jadra. Polega ona na wyznaczeniu funkegtgsci prawdopodobigstwa fs(x), zwigzanej
Z liczbg rozmyy S, na podstawie nagiujgcej zalenaosci:

fs(x) = h-ps(x), (15)

gdzie h jest stad proporcjonalnéci taks, ze pole pod funkgj fs(x) jest rowne jeden.
Rozwaajac liczbe rozmyty A typu LR o funkcji przynalenaosci (3), otrzymuje s

£1G0) = {h L(") gdy x<m,

, (16)
. X—mgy
h R( 2 ) gdy x=>my
gdzie
_ mgy mp—x ma+Ba xX—-mgy -1
h=(re, L (—aA Ydx + [ PAR (—BA )dx) (17)
a dla przedziatu rozmyteg® typu LR o funkcji przynalenosci (7) jest to:
(h-1L (w) d x<m
ap gay =Mmg
fex) = h gdy mp < x < ng, (18)
kh.R(%) gdy X =ng
gdzie
m - np+p - -1
h=(re L (—ij %) dx + (ng —mp) + 1777 R (222 ﬁ:’-") dx) . (19)

W przypadku trojktnej liczby rozmytejd o funkcji przynalenosci (9) funkcja gstasci
prawdopodobigstwaf,(x) zwigzana z 4 liczba ma post&

h->= gdy as<x<b
fa(x) = h-g gdly b<x<c ,gdzieh=£. (20)
0 gdy x<avx=c

Dla trapezowej liczby rozmytd} o funkcji przynalenosci (10) funkcja gstasci prawdo-
podobigstwa wyghda nasfpujaco:

h->= gy as<x<b
h gdy b<x<c . 2
x) = , gdzieh = . 21
e TR =
-C

k gdy x<avx=>d
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Na rysunku 2a pokazano trétka liczbe rozmyt (1;4;6), a na rysunku 2b trapezew
liczbe rozmyt (1; 4; 7; 9) oraz zwjzane z nimi ich funkcjeggtaici prawdopodobigstwa
otrzymane za pomadqrzeksztatce odpowiednio (20) i (21).

4.1. Transformata Mellina

Niech funkcjaf (x) bedzie funkch gestasci prawdopodobigstwa okrélong dlax > 0.
Transformata Mellina funkcjf (x) dana jest wzorem:

My(s) = [ xS f (x)dx, 0 < x < oo, (22)

gdzies jest liczly zespolon. Jeeli zaleznosé (22) pordwna si z wartdcig oczekiwan
funkcji g(X) nieujemnej zmiennej losowey, o funkcji g:stasci prawdopodobikstwa
f(x), wyrazonej zalenoscia:

E(g(X)) = [ g()f (x)dx, (23)

wowczas otrzyma i
My(s) = E(X*71) = [" xS f (x)dx. (24)

Zaleznos¢ (24) pozwala na nagiujagce wyznaczenie dwoch podstawowych momentow,
tzn. wart@ci oczekiwanej i wariancji, za pomgtransformaty Mellina:
e wartas¢ oczekiwana

my = E(X) = Mx(2), (25)

e wariancja
o? =E[X —EMX)]* = EX?) — [EC)]* = M,(3) — [M(2)]*. (26)

Wyznaczone za pomeaaaleznosci (25) i (26) charakterystyki liczbowe pozwalaja
liniowe uporadkowanie liczb rozmytych. W pierwszej kolefod o pozycji w rankingu
decyduje wart& oczekiwana. Im wjsza jest jej wart@, tym wyzsza pozycja w rankin-
gu. Jeeli wartdci oczekiwane gjednakowe, to wisz pozycg wskazuje mniejsza war-
tos¢ warianciji.

W czs$ciach 4.2 oraz 4.3 przedstawiono: zalaci na stad proporcjonalnéci h we
wzorze (15), transformatMellina M,.(s) (24), wartd¢ oczekiwan m, (25) oraz warian-
Cje 02 (26) dla liczb rozmytych trojitnych i trapezowych.

4.2. Tréjk atne liczby rozmyte
Trojkatne liczby rozmyte o funkcji przynaleoici (9) mazna podziek na trzy grupy
(rys. 3):
* liczby postacidl = (a; b; ¢), gdzieL(x) # 0 i R(x) # 0 (rys. 3a);
» liczby postacid2 = (a; b; b), gdzieR(x) = 0 (rys. 3b);
e liczby postacid3 = (b; b; c), gdzieL(x) = 0 (rys. 3c).
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Wyznaczone zalaosci nah, M, (s), m,,  zestawiono w tabeli 1.

Rys. 3. Funkcje przynataosci trojkatnych liczb rozmytych: a) A1 = (a;b;c),
b) A2 = (a; b; b), ) A3 = (b; b; ¢)

a) b) ©)

Al A2 A3

X X X
a b c a b b c

Zrodio: opracowanie wiasne.

Tabela 1. Trojktne liczby rozmyte oraz ich wyznaczone zal@ci nah, M,.(s), m,, o2.

Tr?é‘;?:;?;ffba Wyznaczone zalgoici nah, M"(_S)’ m,, o2 trojkatnych liczb
(i=123) rozmytychAi (i = 1,2,3)
2
_c—a
M.(s) 2 (c(cs —b%) a(’ - as)>
(s) = -
Al = (a;b; ) . s(s+1)(c—a) c—b b—a
my; = §(a +b+c)
1
o? =E(a2+b2+cz—ab—ac—bc)
b= 2
" b-a
M, (s) : ( pe - 2 _as))
S) =———————| S _—
A2 = (a; b; b) * . s(s+1)(b—a) b—a
m; = §(a + 2b)
1
2~ (g b2
0 =2 (a—b)
2
_c—b
PR S (CEL 2R
x\S) = - S
A3 = (b; b;c) . s+ D =bh\ c—b
my; = §(2b +c)
1
2~ (h— 2
0" =12 (b-c)

Zrodio: opracowanie wiasne.
4.3. Trapezowe liczby rozmyte

Trapezowe liczby rozmyte o funkcji przynatesci (10) mana roéwnie podzielt na
trzy grupy (rys. 4):
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* liczby postaciB1 = (a; b; c; d), gdzieL(x) # 0i R(x) # 0 (rys. 4a);
» liczby postaciB2 = (a; b; c; ¢), gdzieR(x) = 0 (rys. 4b);
* liczby postacB3 = (b; b; c; d), gdzieL(x) = 0 (rys. 4c).
Wyznaczone zajmosci nah, M, (s), m, zestawiono w tabeli 2 (ze wzglu na dug zlo-
Z0Nos¢é pominkto wzory na warianej— o2).
Rys. 4. Funkcje przynatacsci trapezowych liczb rozmytych: &1 = (a; b; c; d),
b) B2 = (a; b; c; c), ¢) B3 = (b; b; c; d)
a) b) c)

H H H
Bl B2 B3

X X X
a b c d a b c b c d

Zrodio: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Trapezowe liczby rozmyte oraz ich wyznaezzalenosci nah, M, (s), m,.
Trapezowa liczbal

Wyznaczone zalmosci nah, M,.(s), m, trapezowych liczb roz-

rozmytaBi (i = )
1,2,3) mytychBi (i = 1,2,3)
h= 2
“dtc—b-a
2 dstl — ¢st1 pstl _ s+l
—(a-h:c- M — B
B1 = (a; b; c;d) x($) s(s+1)(d+c—b—a)( d—c b—a >

_d2+cz—b2—a2+cd—ab
= 3(d+c—b—a)

2

h=2c—b—a

2 s+1 aS+1
B2 = (a; b; c; c) M,(s) = sG+D2c—b-0a) ((s + 1)c —T>

a
_3cz—b2—a2—ab

™= T 30%c—b-a)
b= 2
_d+c—2b
2 ds+1_cs+1
— . el = —_— N
B3 = (b b;c; d) My (s) s(s+1)(d+c—2b)( d—c (S+1)b)

_d2+cz—3b2+cd
™ T T3 d + ¢ — 2b)

Zrodio: opracowanie wlasne.
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5. PRZYKLADY ZASTOSOWA N PROPONOWANEJ METODY

Zastosowanie metody SAW i FSAW jest bardzo szerdkielullah i AdawiyaR’ opi-
Sujg nastpujace obszary ich zastosoiwaarzdzanie (52,63%), technologie informacyjne
(10,53%), zdrowie (10,53%), edukacja (5,26%}ymeria (5,26%). W rozdziale przed-
stawiono przyktady zastosowania proponowanej mete8gW w zaradzaniu przedst
biorstwem — podczas podejmowania decyzji gciyj wielokryterialnym.

Typowa liczba terminéw lingwistycznych wykorzystymach do oceny wariantow de-
cyzyjnych jest nieparzysta (np. siedem czy dzéWwi nie wicksza nk 13?8 W przykia-
dach 1 i 2 zastosowano siedmiostoprjekat lingwistyczry (zob. tab. 3 i 6).

5.1. Przykiad 1

Pierwszy przyktad to podziat premii w dziale spragdprzedstbiorstwa zajmujcego
sie produkcpj maszyn i urgdzen do obrébki PCV. Celem przegbiorstwa — opr6cz mak-
symalizacji zysku ze sprzetda— jest pozyskiwanie nowych klientéw oraz utrzymean
dotychczasowych przez proponowanie im coraz tozhads rozwizan technologicznych
i unowoczénien. Dziat sprzeday zatrudnia pj¢ 0s6b, ktérych oznaczono odpowiednio
symbolamiH1 — H5. Pracownicy otrzymuj premie uznaniowe w zaleosci od jakaci
wykonywanych obowgzkOw w okresie potrocznym. Kwota0 000 zt stanowi §czm
kwote premii przeznaczendo podziatu porngdzy wszystkich pracownikdw dziatu sprze-
dazy. Do oceny jakéci wykonywanych obowizkéw uwzgtdniane g nastpujace kryte-
ria: zaangaowanie w realizacje kluczowych projektowk4d, tagczna kwota sprzedg —
K2, zaangaowanie w organizae¢jspotka z klientami strategicznymi €3, liczba prze-
pracowanych godzin K4, wykonywanie zada dodatkowych —K5. Podczas oceny
uwzgldniona jest istotnid poszczegdlnych kryteribw w postaci ngmtjiacego wektora
wag: W = (0,25;0,30;0,20; 0,10; 0,15). Na podstawie dokumentacji realizacji zada
dziale sprzedey oraz wlasnych obserwacji kierownik przedsorstwa dokonuje oceny
pracownikow wzgidem poszczegOinych kryteriéw, z uwgdphieniem terminéw lingwi-
stycznych zawartych w tabeli 3.

Tabela 3. Terminy lingwistyczne wykorzystywane dmemy realizacji zadaprzez pracownikéw
dziatu sprzeday

Terminy lingwistyczne| Skrét | Tréjkatna liczba rozmyta w notadji; b; ¢)
Bardzo staba BS (0;0;0,1)
Staba S (0;0,1;0,3)
Srednio staba S (0,1;0,3;0,5)
Dostateczna DT (0,3;0,5;0,7)
Srednio dobra D (0,5;0,7;0,9)
Dobra DB (0,7;0,9;1)
Bardzo dobra BD (0,9;1;1)

Zrodio: opracowanie wiasne na podstaviier. Chen Extension of the TOPSISfor group decision-making
under fuzzy environment, ,Fuzzy Sets and Systems” 2000/114, s. 1-9.

27 L. Abdullah, C.W.R. AdawiyahSmple additive weighting methods of multicriteria decision making and
applications: a decade review, ,International Journal of Information Processargl Management” 5/1 (2014),
s. 39-49.

28 B.B. Bonissone, K.S. Decke&electing uncertainty calculi and granularity: an experiment in trading-off
precision and complexity, [w:] Uncertainty in Artificial Intelligence, red. L.H. Kanal, J.F. Lemmer, North-
Holland, Amsterdam 1986, s. 217-247; F. Herrerdétrera-Viedmaop. cit.
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Wyniki ocen kierownika zamieszczono w tabeli 4. &iddli 5 zestawiono uzyskane
wyniki koncowe: na podstawie (13) przedstawiono tgtijk liczbe rozmyt okreslajaca
zagregowam ocery realizacji zada przez pracownika Sy (Hm), jej wartd¢ oczekiwa-
na —m, oraz wariangj — o2. W wyniku normalizacji wartéci oczekiwanej (obliczenia
iloraz6w wartdci oczekiwanej kadego pracownika i sumy was@ oczekiwanych dla
wszystkich pracownikow) wyznaczono strukiyodziatu kwoty ogélnej premii (10 000
zh) na poszczeg6inych pracownikéw dziatu sprzgdako proporcjonalny podziat kwoty
ogolnej w stosunku do wado oczekiwanej poszczegolnego pracownika. Na tejstm
wie obliczono kwoty premii uznaniowej dla wszystkigracownikow.

W wyniku obliczéd mozna ustakl réwniez ranking poszczegdélnych pracownikéw we-
diug jakaci ich pracy w przedsbiorstwie. Uzyskany ranking ma po&tai4 < H3 <
H2 < H1 < H5. Uszeregowanie to ma réwaiedzwierciedlenie w przyznanych kwotach
premii. Najwyzsz kwote premii (2 515,04 zt) przyznano pracownikoWb, najnizszy
(1 525,42 zt) — pracownikowi 4.

Tabela 4. Wyniki oceny realizacji zadprzez pracownikéw dziatu sprzegavzgledem poszcze-
golnych kryteriéw

Oceny pracownikdéw wzgtlem poszczegoélnych kryteriow

K1 K2 K3 K4 K5

o H1 DT DB Sh) 5SS DT
30

€ N H?2 D DT BD DT 5
S o

g2 2 | H3 D DT DB 5 5

£8 |Ha| s ss DT BD BD

© H5 BD DB DB DB BS

Zrédio: opracowanie wiasne

Tabela 5. Zagregowane wyniki oceny realizacji Zapl@ez pracownikéw dziatu sprzegavzgle-
dem poszczegélnych kryteridw oraz rozdziat preraiianiowej

Py | m || e |
>-‘§ H1 | 0,440 0,640| 0,810 0,630| 0,005717 20,67% 2 066,70 z
g 8 H2 | 0,440(0,620| 0,780| 0,613| 0,004822 20,12% 2012,03z
§ 2@ H3 | 0,380 0,580| 0,760{ 0,573| 0,006022 18,81% 1880,81z
g}g H4 | 0,315 0,465| 0,615] 0,465| 0,003750 15,25% 1525,42 z
© H5 | 0,645]0,790| 0,865| 0,767| 0,002085 25,15% 2 515,04 z

Zrodio: opracowanie wiasne.

5.2. Przyktad 2

Drugi przyktad to proces decyzyjny zmany z realizagj projektéw innowacyjnych.
Dziatania z perspektywy projektéw innowacyjnych wysmay analiz potencjalnych
zagrazen, co z kolei wize sk z ocen ryzyka. Analizowan w artykule metoel zastoso-
wano do okréenia wanosci kryteribw oceny, jednego z etapéw oceny ryzyWatym
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celu zestawiono zbidr kryteriow ogolnyéhwielkosé przedsbiorstwa —H1, skala inno-
wacji —H2, okres stosowania technologii fimiecie —H3, okres realizacji projektu H4,
relacja zewstrznych zrédet finansowania do wielkoi catego projektu -H5. Analiza
tych czynnikbw ma na celu okienie ogdlnego stopnia ryzyka w konfele catego
przedstbiorstwa, ktére podjo sie inwestycji. Grupa siedmiu ekspertéi#1 — E7) zo-
stata poproszona o wyfnie swoich opinii na temat waosci wymienionych kryteriow
z perspektywy oceny ryzyka projektow innowacyjnycBksperci oceniali kryteria
Z uwzgkdnieniem termindw lingwistycznych wymienionych wbédi 6. Dodatkowo,
Z punktu widzenia indywidualnych uwarunkawpsychologicznych ekspertéw okleno
istotné¢ poszczegodinych opinii, otrzynyg nas¢pujagcy wektor wag: W =
(0,2;0,2;0,2;0,15;0,15; 0,05; 0,05). Ekspertami byli pracownicy przegbiorstw reali-
zujacych projekty innowacyjne oraz instytucji publicziiyprowadzcych projekty zwi-
zane z dofinansowaniami innowacyjnych przedsgi¢¢. Wyniki w postaci lingwistycz-
nych ocen poszczegolnych kryteriéw ogéinych zanuieszo w tabeli 7.

Tabela 6. Terminy lingwistyczne wykorzystywane doedlenia wanosci kryteriow ogélnych

Terminy lingwistyczne Skroét Trapezowa él;:lzl?.a::.r%myta W notacji

Najmniej wane MNW (0;0;0,1;0,2)
Mato wazne MW (0;0;0,2;0,3)

Nieco mniej wane NMW (0,1;0,2;0,3;0,4)

Wazne W (0,3;0,4;0,6;0,7)

Nieco bardziej wane NBW (0,6;0,7;0,8;0,9)
Bardzo wane BW (0,7;0,8;1;1)
Najwazniejsze NW (0,8;0,9;1;1)

Zrodio: opracowanie wlasne.
Tabela 7. Wyniki oceny waosci kryteriow H1 — H5 uzyskane od siedmiu ekspertéd — E7

Oceny wanoici kryteriow nadane przez ekspertow

E1 | E2 | E3 E4 E5 E6 E7
ém H1 | NMW | NW | NBW | NMW | NMW | W | NMW
© X |H2 | NW |BW| MW | NBW | NBW | BW | NBW
-% S [H3| BW | W | NMW | NBW | NBW | NBW | NBW
>2|H4| MW | W | BW | NMW | NMW | NMW | NMW
X H5 |[NMW| W | BW |[NMW| W |[NMW| W

Zrodio: opracowanie wiasne.

Na podstawie wkxiwej funkcji agregacji (13) wyliczono liczby roziey okrelajgce
zagregowane oceny istotwd ogolnych kryteriow, dotyaych projektéw innowacyj-
nych. Liczby te wraz z ich wardoig oczekiwag (m,), wariancj (¢?) i pozycp rankin-
gowg (RANK) zamieszczono w tabeli 8. Wyniki analizy wskagzue w grupie kryteriéw
ogolnych wystpuje nastpujacy ranking ich wagH4 < H5 < H1 < H3 < H2. Oznacza

2 K. Rudnik, A. M. DeptutaSystemwith probabilistic fuzzy knowledge base and parametric inference operators
in risk assessment of innovative projects, ,Expert Systems with Applications” 42/17-18 (291& 6365-6379.
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to, ze z perspektywy oceny ryzyka projektéw innowacymywalery bra¢ pod uwag
czynniki w nasgpujgce] hierarchii ich istotnéei: skala innowaciji, okres stosowania tech-
nologii naswiecie, wielka¢ przedsgbiorstwa, relacja zewtrznychzrédet finansowania
do wielkaici catego projektu, okres realizacji projektu.

Tabela 8. Zagregowane wyniki oraz ranking ocennagci kryteriw ogéinych oceny projektow
innowacyjnych z perspektywy ich ryzyka

FS;(Hm) m, | o> |RANK
& _ | H1]0,350]0,450]0,555] 0,635 0,497 0,003851 3
8 £ | H2 | 0,545/0,625( 0,770 0,825/ 0,691/ 0,004155 1
£ 5[ H3 |0,460[ 0,560/ 0,700| 0,780] 0,624| 0,005091 2
S 2| Ha | 0,240[0,320] 0,480] 0,560 0,400/ 0,005333 &
< |'H5 [0,300]0,400] 0,560] 0,640/ 0,474 0,005891 4

Zrodio: opracowanie wlasne.

6. PODSUMOWANIE

W artykule zaprezentowano wykorzystanie transfoynidellina do liniowego po-
rzadkowania wariantdw decyzyjnych w rozmytej metod2i&W. Dzieki wykorzystaniu
funkcji gestasci prawdopodobigstwa zwizanej z liczlh rozmyy mozna policzy wybra-
ne charakterystyki liczbowe, na przyktad waét@czekiwang i wariancg, ktére g pod-
stawg rankingu. Szczegdinzalety prezentowanej metody jest uwgdhienie klasy funkcji
L i R, a nie tylko kilku wybranych argumentow. Z tegoghziu maze by to alternatywa
dla powszechnie stosowanych metod defuzyfikacji etadach MADM, bazujcych na
wartdsciach granicznychaplra i ngnika. Prezentowane przyktady pokagsikutecznéé
wykorzystania transformaty Mellina w rozmytej metg@dSAW.
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RANK THE DECISION VARIANTS USING MELLIN TRANSFORM
IN FUZZY SAW METHOD

The paper presents the use of Mellin transformampmare triangular and trapezoidal
fuzzy numbers, which are used to linguistic desimipof variants in the fuzzy SAW method.
The proposed method is based on the probabilitgilefunction (PDF) associated with the
fuzzy number, which is obtained after proportiotrahsformation. The method uses Mellin
transform to determine the expected value and #hiance of fuzzy number. This numerical
characteristics allow to rank fuzzy numbers and &k the variants in fuzzy SAW method.
The ranking is determined by the expected value lfigher the value, the higher rank). If the
expected values are equal, the less variance iradigates a higher ranking. In particular, the
paper presents dependences on a proportionalistannto determine the probability density
function associated with the fuzzy number, Meltemisform, the expected value and the vari-
ance for the triangular and trapezoidal fuzzy numb€he advantage of the proposed method
is the possibility to take into account tReandL function in the definition of fuzzy numbers,
not just a few selected arguments. Therefore, thpgsed method of ranking the variants can
be an alternative for defuzzification methods ie fiaizzy multi attribute decision making
methods FMADM, based on the limit values of theecand the support. The paper presents
two examples of the proposed method in the area @hterprise management to make fuzzy
multi criteria decisions. The presented exampleswsthe efficiency of using Mellin trans-
form in the fuzzy SAW method.

Keywords: fuzzy SAW method, Mellin transform, Fuzzy Multi Atiute Decision Mak-
ing, FMADM, triangular fuzzy numbers, trapezoidatfy numbers
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