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ALGORYTM ITERACYJNEGO
ROZWI AZYWANIA ZAGADNIE N ODWROTNYCH
PRZEWODNICTWA CIEPLA Z MINIMALIZACI A
OSCYLACJI TEMPERATURY

W pracy rozwgzane zostato zagadnienie odwrotne dla przypadiajosiarnego
pola temperatury w obszarze wielospéjnym, ktord¢ jgazne z technicznego
punktu widzenia i dotyczy problemu chtodzenia tgaturbin gazowych. Roz-
wigzane zostato zagadnienie odwrotne testowe dla nbgzascienia eliptyczne-
go, w ktérym znany jest rozklad temperatury orapdtszynnik przejmowania
ciepfa na brzegu zewirznym obszaru. Na tej podstawie wyznaczony zosiat
ktad temperatury orazegtosci strumienia ciepta na brzegu wegtniznym pier-
scienia. W funkcjonale optymalizagym rozwhzanie zagadnienia odwrotnego
uwzgledniony zostat czton zwrany z gradientem temperatury w catym obszarze.
Obliczenia przeprowadzono dla znanego rozkiadu teggdnika przejmowania
ciepta na brzegu zewtriznym obszaru zaburzonegedém losowym réwnym O,
1, 5 oraz 10%. Zbadano wptyw gradientu temperatargzas i doktadrié obli-
czeéi. Uwzgkdnienie gradientu temperatury w funkcjonale, ktf@gt minimali-
zowany w procesie obliczeniowym skrécito czas datglicoraz zmniejszyto oscy-
lacje rozktadu temperatury oraz strumienia cie@drzegu wewgtrznym obsza-
ru wielospojnego.

Stowa kluczowe: turbiny gazowe,zagadnienia odwrotne, zagadnienie Cau-
chy’'ego

1. Wprowadzenie

Zagadnienia odwrotne natgdla klasy zagadniezle postawionych w sen-
sie Hadamarda [5]. Istnieje wiele algorytméw rogywania takich zagadnie
z ktérych najwaniejsze to regularyzacjaTikhonova [1, 8], algongvd (singu-
lar value decomposition) [7] oraz algorytmy iteracyjne [2]. Zagadnienie-od
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wrotne, ktére zostalo rozwdane w pracy jest wae z technicznego punktu
widzenia i dotyczy problemu chtodzenia topatek tudmzowych. Profil topatki

z kanatami chtodgcymi rozmieszczonymi w jej wtrzu jest przykladem obsza-
ru wielospojnego o skomplikowanej strukturze. Wathgjeniach projektowych
zadany jest rozklad temperatury i wspotczynnik pnoevania ciepta na brzegu
zewretrznym a, nalery wyznaczy rozktad temperatury oraz strumienia ciepta
nascianach kanatéw chtodeych (zagadnienie Cauchy’ego).

W pracy [4] poszukiwano rozktadow temperatury ustienia ciepta w ka-
natach chtodgcych topatki dla statej warfoi temperatury na jej brzegu ze-
wnetrznym [, rys.1. Funkcjonal, ktérego minimum poszukiwarg @ proce-
sie optymalizacji ma nagtujacg posta:

J =%I(T—To)zds (1)

r

z

gdzieT, — zadana temperatura na brzegu zgrznym.

Rys. 1. Obszar wielospojrfy ograniczony brzegiem=I",(1T,
Fig. 1. Multiply-connected domai@ bounded by the boundal¢I,(IT,

Obliczenia prezentowane w pracy [4] dotyczyly tdp&3X z dziesicio-

ma kanatami chtodzymi o przekroju kotowym [6]. Rozktad temperaturg n
brzegu zewetrznym topatki silnie oscylowat na tycheziach brzegu topatki,
ktére znajdowaly si w poblizu kanatdw chlodgych. Powodowato to silne
oscylacje temperatury oraz strumienia ciept&esianach kanatéw chiogdeych
topatki. Tak otrzymane rozazanie odwrotne musiato byw kazdym kanale
usrednione. Z przeprowadzonych badaynika potrzeba modyfikacji funkcjo-
natu (1) oraz zbadania wptywuebliu losowego warunkéw brzegowych na sta-
bilnos¢ rozwigzania zagadnienia odwrotnego ze zmienionym funledgm.
Badania takie dla funkcjonatu postaci (1) przedstaw w pracy [3]. Efekt
oscylacji rozwjzania zagadnienia odwrotnego z pracy [4fenmosté sttumio-
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ny przez zastosowanie ngstijacego funkcjonatu, zdefiniowanego dla obszaru
wielospojnego, rys. 1:

=St da y>0 2
r, Q

gdzieT, — zadana temperatura na brzegu zgrznym.

Oscylacje temperatury mgjvptyw na warté¢ funkcjonatu (2). Minimali-
zacja funkcjonatlu (2) powodujee funkcja temperaturyf bedzie w procesie
iteracji wygtadzana. W niniejszej pracy zadoo ponadtoze na brzegu ze-
wnetrznym obszard , zadana jest temperatura (warunek brzegowy | rodlzaju
oraz wspotczynnik przejmowania ciepigwarunek brzegowy 1l rodzaju). Jest
to zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania Laplace’a.

2. Algorytm iteracyjny

Zagadnienie Cauchy’ego dla rownania Laplace’a wzalm wielospdj-
nym (rys. 1) sprowadzaesilo rozwhzania rownania Laplace’a w obszaf2e

AT =0 3)
z warunkiem brzegowym lll rodzaju na brzdgu
-A0,T=alrT-T,) (4)

(0n — operator pochodnej normaln&j, — temperatura ptynu otaczaggo brzeg
zewretrzny obszaru?, o — wspotczynnik przejmowania cieptd,— wspotczyn-
nik przewodzenia ciepta) i funkcjonatem (2).

Rozwiazywanie tak postawionego zagadnienia odwrotnegaenemsta
zastpione rozwyzywaniem kolejnych zagadridoezpdrednich:

Q: AT =0
r,: -A,T=alT-T,) (5)
Ny: 0,T=g

Funkcjag okreslona na brzegdr,, obszaruQ zmienia s} iteracyjnie tak, aby
funkcjonat (2) w granicy procesu iteracyjnegoagsit minimum. W tym celu
nalezy wyznaczy wariacg A tego funkcjonatu. Wariacja funkcjonatu (2) jest
rowna:
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a[g]= [(T(g)-T,)ar (g)ds +y[OT(g)0aT (9)de (6)

Korzystapc ze zwjzku:

[OTOSTdw= [0, TdTds+ [0,TaTds
Q r

z I—W

oraz uwzgtdniajgc warunki brzegowe (5) dla funkdciii warunki brzegowe dla
funkcji 6T

(7)
otrzymujemy

[oT(g)00T(g)dew=- %T(Q)O"r (g)ds+ [T(g)cuds

Q My

Ostatecznie wariacja funkcjonatu (2) ma pésta

alal= |14 J7(0)-T. or(elas+ f(alees ®

w

Aby wyznaczy wystepujaca we wzorze (8) wariagjdoT funkcji T na brze-
gu T, potrzebna jest pomocnicza funkgdsprzzona z3T), spetniagca réwna-
nie Laplace’a. Dla funkcpT orazp prawdziwa jest tesamda¢:

[8,(oT)pds+ [0, (dT)pds= [oTa,, pds+ [ JTa,, pds
r, Mw r, Ty

9
j(anp+% pjé'l’ds= [ cpds- [ &1, pds ®)
Mw M

.

Funkcg p mazna zdefiniowa dowolnie. Jé&li funkcja p jest okrélona jako:
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Q: Ap=0

. a na

r,: 0,p=——p+[1-—T-T 10
=T, w0
r,: o,p=0

to wstawiagc tak zdefiniowas funkcje do wzoru (8), otrzymujemy:

[ Kl—%}T + TO})Tdsz [ poyds (11)

r,

Zatem wariacja funkcjonatu (2) wynosi:

d[g]= [(p+yT)dds (12)

w

Wariacja funkcjonahd[g] w otoczeniu minimum funkcjonatu powinnady
mniejsza od zera. Przyjmygj;

&=-n(p+yT), n>0 (13)

otrzymujemy:

&[g]=-n[(p+yT) ds<0 (14)

r

w

Powyzsze rozumowanie posty do konstrukcji algorytmu iteracyjnego.
Zakladajc, ze funkcjeT orazg zmieniaj si¢ iteracyjnie wg wzorow:

Q: T™=T"-pu"

ru: g™ =g"-nlp" +y7") )

oraz znajc wartagci funkciji T w mtym kroku iteracji, mana wyznaczg funk-
ciep™, u™, spemiajce réwnanie Laplace’a z warunkami brzegowymi:

» dla funkcjip™z warunkami brzegowymi (10),

« dla funkcjiu™
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rz: anum:_l(an-l—mﬂ_anTm)zﬂ(Terl_Tm)z_ﬂum
T M A (16)
s o= -g7)= )

Do wyznaczenia funkcjT orazg w kolejnym kroku iteracji naley obli-
czy¢ wartas¢ parametruy. Z warunku

3lg™]< 3lg™] (17)

otrzymujemy

R

bl
3[g™]-a[gm]= —q[rjz(Tm T, umds + yi DTmDumda)]

2 efase et

I

Ze wzordw (6), (12) wynikaze

.[(Tm —To)umds+ y.[DTmDumda)z J(pm + yl'm)zds
Q

r, I

w

zatem optymalna waré » wyraza sk wzorem:

Jlpr+ ) as
_ T
o = j(um)zds+yj(Dum)2da) (18)
Q

r,

Ostatecznie algorytm iteracyjny jest postaci
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krokl:  @: AT°=0
) _a
r,: anTo——I(TO—Tp)

r,: 0,7°=0
krok2:  Q: Ap™=0

r,: a,p"= —% p" +(1—§)Tm -T,

krok3: Q: Au™=0

r,: anum:—%um
My o,u” :( " +yT”‘)
krok 4: "‘(pm+ﬂ-m)zds
Mw
) J'(um)zds+yJ'(Dum)2da)
Tm+]|.—Z:Tm_l7qu

krok 5: jesli abs(T m+1 —Tm)> epsto m=m+1idz dokrok 2:

3. Przykfad numeryczny

Ponizej rozpatrzono zagadnienie odwrotne stacjonarnegewmdnictwa
ciepta w obszarze wielospojny@®, rys. 2 (zagadnienie Cauchy’ego), ktérego
brzegi 8 dane wzorami, [3]:

2

r,. x° +—0y72 =1

e 2 (19)
. (x-01) LY
v 06> 042

Rozkitad temperatury i strumienia ciepta na brzegwretrznym piekcie-
nia wyznaczono ze wzoru:

T.(r.¢)=07-010n|z- 2|+ 020n|z- 7, (20)



344 A. Fgckowiak, M. Ciatkowski, A. Wréblewska

gdziezjest zmieny zespolon, z=r&"*, z, =12(&' *,a z,= 03(& % .

Wspotczynnik przejmowania cieptana brzegu zewstrznym zostat zabu-
rzony bkdem losowym o odchyleniu standardowyiw O; 1; 5 oraz 10 %. To
zagadnienie odwrotne rozgiane zostalo metgdelementéw skaczonych w
programie FreeFem++ dla parametru algorytmu itgnagp y = 0; 0.01; 0.1
oraz 1. Doktadn@ wyznaczenia rozktadu temperaturgps = 5107,

A

o4 T,

Rys. 2. Obszaf — piekcien eliptyczny z przesueiymi brzegami
Fig. 2. DomainQ — the elliptical ring with shifted boundaries

Zbadany zostat wptyw btlu losowegad oraz parametryna czas oblicze
opisanym w pracy algorytmem iteracyjnym. Z przedstaych w tablicy 1 i na
rys. 3 danych wynikaze wraz ze wzrostem parametyiskraca s czas obli-
czeh.

10000 -

my=0
~ 1000 - my=001
w
= =01
" v
N my=1
N 100 - y=
D
o

10 A

5=0% 0=1% d=5% 3=10%
Rys. 3. Poréwnanie czasow obliéz#la rznych wartgci parametrwi bteddw losowych warun-
kéw brzegowychd

Fig. 3. Comparison of times of calculations forf@iént values ofparameter and random errors
of boundary condition®
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Tablica 1. Poréwnanie czasu obliazgs] dla raznych wartdci parametrwy bledu zaburzenia
warunkéw brzegowycld

Table 1. Comparison of times of calculatiais] for different values ofparameter and the
disturbance error of the boundary conditi@ns

t[g 6=0% | 6=1% | 5=5% 5=10%
y=0 121 160 1119 834
y=0.01 44 51 70 70
y=0.1 12 12 11 15
y=1 4 4 4 4

Do oceny jakéci rozwigzania zostaty wprowadzone normy:
* Nr - norma wzgjdna kgdaca miag odlegtdci rozktadu temperatury na
brzegach zewgtrznym Nr,= N: () i wewretrznym N, = Ny (I,) od
rozwigzania analitycznegd, (20)

[(T-T,)ds
Ny (M) = T ————m10q%] (21)

[T.%ds
!

* Nts - norma wzgjdna ledaca miag odlegtgci pochodnej stycznej tempe-
ratury na brzegach zewtnznym Nrs, = Ns () i wewretrznym Nrgy = Nrs
(") od rozwhzania analityczneg®d, (20) (miara oscylacji temperatury na
brzegach pidcienia)

o 55
()

* N, - norma wzgidna ledaca miag odlegtaei pochodnej normalnej tem-
peratury na brzegach zegtrenym Nr= Nrp, () i wewretrznym Ny, =
Nrs (Mw) 0d rozwizania analitycznegd, (20)

dar  dT, Y
IE_ dn ds
NTn(r):r

dT,\’
l( o ) ds

10q%] (22)

[10q%] (23)
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Wartasci tych norm dla rénych wartdci parametréwd i y przedstawiono na
rys. 4, 5, 6.dla matych wado parametru.

Dla y= 0 bhd wyznaczenia rozwzania na brzegu wewtrznym wg norm
(21), (22), (23) zaley od wartdci bledu losowegm. Wplyw ten wraz ze wzro-
stem parametry maleje. Charakterystyczne dla rozgania zagadnienia od-
wrotnego g oscylacje rozwjzania mierzone za ponwaormy (22). Z wyni-
kow obliczeér przedstawionych na rys. 5 widae funkcjonat postaci (2) silnie
tlumi oscylacje rozwgzania, zmniejsza wplyw &dlu losowegod na rozwiza-
nie, ale powoduje réwnisobnizenie doktadnéci rozwigzania dlad= 0.

2 - 6 -
my=0 5 my=0

<15 <
S =4
= my=001 — Emy=001
L—: 1 - F3 -
Z05 - y=01 ’z'i T y=01

0 —=a i V=l o my=1

5=0% 5=1% &=5% &=10% 5=0% 5=1% 5=5% &=10%

Rys. 4. Por6wnanie wagai normNrna brzegu zewgtrznym (z lewej) i wewgtrznym (z prawej)
dla r&nych wartdci parametruw/ i btedéw losowych warunkéw brzegowyeh

Fig. 4. Comparison of values of norids on the outer boundary (left) and on the inner @igt)
for different values ofsparameter and for random errors of boundary canti®

3]
o

250
my=

__40 my=0 — 200 y=0
S X
230 my=001 ;150 my=0.01
- L
> 20 y=01 \Zloo y=0.1
z z

10 50

= my=
. my=1 0 y=1
5=0% 6=1% &=5% &=10% 6=0% 6=1% 0=5% 6=10%

Rys. 5. Por6wnanie wagci normNrs na brzegu zewatrznym (z lewej) i wewgtrznym (z pra-
wej) dla rénych wartdci parametrwy i bledéw losowych warunkéw brzegowyeh

Fig. 5. Comparison of values of noris on the outer boundary (left) and on the inner one
(right) for different values ofparameter and for random errors of boundary cmmdi
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7 4 10C +

6 my=0 80 - my=0
< 5 1 S,
=4 my= 5007 my=
S 5 001 Sy - 0.01
£ z
z 2 20 ~

1 - 0 -

0 4

6=0% 6=1% d5=5% &6=10%

A—=N0/ A—10/4 A—R0A A—1N0/4

Rys. 6. Poréwnanie waga normNm na brzegu zewgtrznym (z lewej) i wewsgtrznym (z pra-
wej) dla rénych wartdci parametrwy i bledéw losowych warunkéw brzegowyeh

Fig. 6. Comparison of values of noris: on the outer boundary (left) and on the inner one
(right) for different values ofparameter and for random errors of boundary canti®

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiony zostat algorytm iteracyjngwiazujacy zagadnie-
nia odwrotne przewodnictwa ciepta w obszarach sgdnych. Wybrany do
optymalizacji rozwazania zagadnienia odwrotnego testowego funkcjoBat (
zmniejszyt oscylacje rozwizania, skrocit czas oblicaeale obntyt dokladndg¢
rozwigzania dla wspoéfczynnika przejmowania cieptaa brzegu zewttrznym
obszaru wielospdjnego wyznaczonego ze wzoru analiggo. Zmniejszony
zostat wptyw b¢du losowego warunkéw brzegowych na rogzeinie zagadnie-
nia odwrotnego.

Wyniki obliczen przedstawione w pracy wskaguja maliwosé stosowa-
nia tego algorytmu iteracyjnego dla zagadmelwrotnych zwazanych z chio-
dzeniem topatek turbin gazowych. Celem dalszychabgubzostaje kwestia
optymalnego doboru parametyu
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ALGORITHM FOR ITERATIVE SOLVING THE INVERSE HEAT
CONDUCTION PROBLEMS WITH MINIMIZATION OF
TEMPERATURE OSCILLATIONS

Summary

In this paper, the inverse problem for the steadiestemperature field in the multiply-
connected domain was solved, which is of great mapee from technical point of view and
concerns the problem of cooling the gas turbineldda Test inverse problem for domain of the
elliptical ring with the known temperature distrilmn and the heat transfer coefficient on the
outer boundary of the domain was solved. On thishihe distributions of temperature and heat
flux density on the inner boundary of the ring weetermined. The optimization functional of
the solution of the inverse problem comprises etezlated to the temperature gradient in the
whole domain. Calculations were made for the knoigtridution of the heat transfer coefficient
on the outer boundary of the domain disturbed Imgloan error equal of 0, 1, 5 and 10 %. The
influence of the temperature gradient on time dral dccuracy of calculations was examined.
Taking into account the temperature gradient inftimetional, which is minimized in the calcula-
tion process, reduced the time of calculations decreased oscillations of the temperature as
well as heat flux distributions on the inner bouydaf the multiply-connected domain.
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