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Piotr DUDA 1 

EKSPERYMENTALNA WERYFIKACJA METODY 
ROZWI ĄZYWANIA ODWROTNEGO PROBLEMU 
PRZEWODZENIA CIEPŁA 

W elementach urządzeń energetycznych bardzo często pojawiają się problemy z 
określeniem niektórych warunków brzegowych. Przybliżone oszacowanie trud-
nych do określenia warunków brzegowych, w celu rozwiązania problemu metodą 
bezpośrednią, może doprowadzić do istotnych błędów. W niniejszej pracy przed-
stawiona zostanie metoda odwrotna, pozwalająca na możliwie dokładne wyzna-
czenie nieustalonego pola temperatury pomimo nieokreślonych niektórych ciepl-
nych warunków brzegowych. Metoda oparta jest na bilansowej metodzie elemen-
tów skończonych. Metoda może być zastosowana przy rozwiązywaniu prostych 
zagadnień jednowymiarowych oraz prostych i skomplikowanych zagadnień dwu-
wymiarowych. Przedstawione będą dwie doświadczalne weryfikacje metody: jed-
nowymiarowa i dwuwymiarowa. 

Słowa kluczowe: wymiana ciepła, metody odwrotne, identyfikacja, monitorowa-
nie 

1. Sformułowanie metody 

Analizowany obszar ma znany warunek brzegowy tylko na części brzegu 
(rys.1). W celu rozwiązania takiego problemu wprowadzone zostały do analizy 
dodatkowe punkty pomiaru temperatury. Tak postawione zagadnienie jest źle 
uwarunkowane i nosi nazwę odwrotnego problemu brzegowego przewodzenia 
ciepła. Założono, że wszystkie punkty pomiarowe umieszczone są na po-
wierzchni Sm, która dzieli rozpatrywany obszar na podobszar bezpośredni VD  
i odwrotny VI. Najpierw obliczony jest czasowo-przestrzenny rozkład tempera-
tury w obszarze bezpośrednim VD poprzez zapisanie i rozwiązanie równań bi-
lansu we wszystkich węzłach D÷D2N, przy wykorzystaniu bilansowej metody 
elementów skończonych [1].  
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Rozwiązanie problemu odwrotnego zaczyna się od zapisania równania bi-
lansu dla węzła i=DN+1. W ogólnym przypadku M elementów może mieć ten 
węzeł. Ponadto zakłada się, że temperatura w tymże węźle jest temperaturą  
średnią w objętości skończonej przyporządkowanej do niego. Równanie dla 
węzła i przyjmuje następującą postać 
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gdzie Vi jest objętością obszaru kontrolnego przyporządkowanego węzłowi 
i, a Qij − strumieniem ciepła obliczonym dla j-tej części obszaru kontrolnego  
o objętości Vi, znajdującej się wewnątrz elementu skończonego j. W przypadku 
pokazanym na rys. 1. w równaniu bilansu dla węzła i=DN+1 pojawiają się 
temperatury z węzłów i=1, 2, DN+2, D2, D1. W jednym równaniu występują 
więc dwie niewiadome temperatury w węzłach i=1, 2. Jednakże zapisanie ukła-
du N równań bilansowych dla węzłów i=DN+1, ..., D2N umożliwia obliczenie 
temperatury w węzłach i=1, ..., N. 

 
 

Rys. 1. Odwrotny problem brzegowy przewodzenia ciepła, Sznane – powierzchnia ze znanym 
warunkiem brzegowym, Snieznane – powierzchnia z nieznanym warunkiem brzegowym,  
Sm – powierzchnia, na której umieszczone są punkty pomiaru temperatury,  
VD – obszar bezpośredni, VI – obszar odwrotny 

Fig. 1. Inverse boundary problem of heat conduction; Sknown – surface with known boundary con-
dition; Sunknown – surface with unknown boundary condition; Sm – surface on which temperature 
measurement points are located; VD – direct region; VI – inverse region 
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Jeśli własności materiału λ, c, ρ zależą od temperatury, to układ równań 
może być rozwiązany w sposób iteracyjny. W pierwszej iteracji zakłada się, że 

( )0 , 1,2...k DN kT T k N+= =  (2) 

Rozwiązanie układu równań pozwala na wyznaczenie ( )1 , 1,2...kT k N= . 
Iteracje prowadzone są tak długo, dopóki nie zostanie spełniony warunek 
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Jeśli temperatury w węzłach i=1÷N są obliczone, to opracowaną metodę od-
wrotną można zastosować jeszcze raz do wyznaczenia temperatur w węzłach 
i=N+1 ÷  2N. 

Rozwiązanie odwrotnego problemu brzegowego jest bardzo trudne, ponie-
waż obliczane temperatury w obszarze odwrotnym są bardzo wrażliwe na błędy 
popełnione podczas obliczeń w obszarze bezpośrednim lub podczas pomiaru 
temperatury na powierzchni Sm. Błędy obliczeniowe lub pomiarowe mogą spo-
wodować niestabilność obliczeń objawiającą się dużymi oscylacjami temperatu-
ry w czasie. Problem ten rozwiązano poprzez wygładzanie zmierzonych lub 
obliczonych temperatur za pomocą wielomianów Grama [2,5].  

2. Weryfikacja eksperymentalna proponowanej metody 

2.1. Eksperymentalna weryfikacja w zagadnieniu jednowymiarowym 

W niniejszej pracy przedstawione zostały dwa doświadczenia, których ce-
lem była eksperymentalna weryfikacja zaproponowanej metody odwrotnej w 
zagadnieniu jednowymiarowym i dwuwymiarowym. Weryfikację proponowa-
nej metody przeprowadzono w grubościennym cylindrze o wymiarach: średnica 
zewnętrzna dz= 0,16 m; grubość ścianki g = 0,04 m (rys.2) [3]. Został on wyko-
nany ze stali 17 MoV 8 4. Wewnątrz cylindra umieszczono rurę z zainstalowa-
nymi dyszami, których celem było zapewnienie jednolitego chłodzenia na całej 
jego wewnętrznej powierzchni. Na zewnętrznej powierzchni zainstalowano 
elektryczny system grzejny, który przykryto izolacją cieplną. W wybranych 
punktach na grubości ścianki oraz na powierzchni wewnętrznej i zewnętrznej 
zainstalowane zostały termoelementy. Położenie ich pokazano na rysunku 2. 
Przyjęto zależne od temperatury własności termofizyczne dla stali 17 MoV 8 4. 
Pusty model zbiornika ciśnieniowego został podgrzany za pomocą systemu 
grzejnego do temperatury 300oC. 
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Rys. 2. Model zbiornika ciś

Fig. 2. Model of a pressure vessel and the position of thermocouples through the wall thickness
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Rys. 2. Model zbiornika ciśnieniowego oraz położenie termoelementów na grubości ścianki
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Rys. 3. Porównanie zmierzonych i obliczonych temperatur w węzłach 2, 3, 4, 5, 6 i 8 (rys. 2) 

Fig. 3. Comparison of measured and calculated temperature at the nodes 2, 3, 4, 5, 6, 8 (fig. 2) 
 

2.2. Eksperymentalna weryfikacja w zagadnieniu dwuwymiarowym 

Badania przeprowadzono podczas procesu nagrzewania kolektora parowe-
go znajdującego się w Laboratorium Instytutu Maszyn i Urządzeń Energetycz-
nych Politechniki Krakowskiej [4]. Kolektor parowy wykonany z żarowytrzy-
małej stali P91 o wymiarach: Dz = 355 mm, Dw = 255 mm. pokazano na rysunku 
4. W punktach A, B oraz C zamontowane zostały przemysłowe czujniki tempe-
ratury do pomiaru temperatury pary. W przekroju A-A zamocowane zostały 
termopary mierzące temperaturę powierzchni zewnętrznej natomiast w przekro-
ju B-B realizowany jest pomiar temperatury ścianki na czterech różnych głębo-
kościach (rys. 5).  

 

Rys. 4. Przekrój wzdłużny kolektora parowego, na podstawie [4]  

Fig. 4. The longitudinal section of a steam header, based on [4]  
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Rys. 5. Przekrój poprzeczny kolektora parowego A-A i B-B 

Fig. 5. The cross section of a steam header A-A and B-B 

Do pomiaru temperatury na grubości ścianki wykorzystywane są cztery 
termopary płaszczowe NiCr-NiAl o średnicy 3 mm rozmieszczone co 90° na 
różnych głębokościach na obwodzie w odległości 2200 mm od wlotu pary. 

Na stanowisku laboratoryjnym przeprowadzono nagrzewanie kolektora 
przepuszczając przez niego parę otrzymaną z kotła. Przebieg temperatury i ci-
śnienia pary przepływającej przez kolektor pokazano na rys. 6. 

 
Rys. 6. Zmierzone przebiegi ciśnienia i temperatury pary oraz temperatury kolektora w trzynastu 
punktach na zewnętrznej powierzchni (1- punkt górny, 13-punkt dolny) 

Fig. 6. Measured steam pressure, steam temperature and temperature of a collector  at thirteen 
points on the outer surface (1 -upper point, 13 - lower point) 
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Dodatkowo na rys. 6 pokazano przebiegi zmierzonej temperatury kolektora 
w trzynastu punktach na jego zewnętrznej izolowanej cieplnie powierzchni. 
Opracowana metoda odwrotna zastosowana została do odtworzenia nieustalo-
nego pola temperatury w przekroju kolektora na podstawie zmierzonych prze-
biegów temperatury w trzynastu punktach na jego powierzchni zewnętrznej. 

Otrzymany nieustalony rozkład temperatury zweryfikowano następnie 
przez porównanie przebiegów temperatury w tych punktach wewnątrz ścianki 
kolektora, w których mierzone były temperatury. Miejsca pomiaru temperatury 
ścianki na różnych głębokościach pokazano na rys. 5. Porównanie obliczonych i 
zmierzonych przebiegów temperatury przedstawiono na rys. 7. 

 
Rys. 7. Porównanie zmierzonych i obliczonych temperatur w punktach na grubości kolektora 

Fig. 7. Measured and calculated temperatures at points through the steam header thickness 

Większe różnice pojawiają się jedynie w przypadku temperatury Tm1 
zmierzonej blisko powierzchni zewnętrznej. Są one spowodowane gorszą izola-
cją cieplną z tej strony kolektora.  

3. Wnioski 

W artykule przedstawiono metodę rozwiązywania odwrotnego problemu 
przewodzenia ciepła sformułowaną przy wykorzystaniu bilansowej metody 
elementów skończonych. W pracy pokazano doświadczalne weryfikacje propo-
nowanej metody. Dla weryfikacji jednowymiarowej można zauważyć dużą 
zgodność zmierzonych i obliczonych temperatur. Pewne różnice występują 
blisko powierzchni wewnętrznej i na tej powierzchni. Weryfikację dwuwymia-
rową przeprowadzono dla identyfikacji nieustalonego pola temperatury w prze-
kroju kolektora parowego na podstawie zmierzonych przebiegów temperatury w 
trzynastu punktach na jego zewnętrznej, izolowanej powierzchni. Otrzymany 
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nieustalony rozkład temperatury zweryfikowano następnie przez porównanie 
przebiegów temperatury w tych punktach wewnątrz ścianki kolektora, w któ-
rych mierzone były temperatury. Dla weryfikacji dwuwymiarowej otrzymano 
również dużą zgodność zmierzonych i obliczonych temperatur. 
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EXPERIMENTAL VERIFICATION OF THE METHOD FOR SOLVING  
AN INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEM 

S u m m a r y   

In some elements of power equipment occur problems with identifying some boundary condi-
tions. Approximate estimate of a difficult to determine boundary condition, in order to solve the 
problem by using direct method, can lead to significant errors. In this paper, the reverse method is 
presented which can be used for possible accurate determination of the transient temperature field 
in spite of some unspecified thermal boundary conditions. The method can be used for solving 
simple one-dimensional problems and both simple and complex two-dimensional problems. Two 
experimental verifications of the proposed method are shown in this paper: one-dimensional and 
two-dimensional. 
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