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LICZBY KRYTERIALNE W CHARAKTERYSTYCE 
WĘŻOWNICOWEGO WYMIENNIKA CIEPŁA 

W artykule zaprezentowano przegląd literaturowy oraz analizę porównawczą  
dotyczącą liczb kryterialnych istotnych w opisie i projektowaniu wężownicowych  
wymienników ciepła – liczby Deana i krytycznej liczby Reynoldsa. Liczby te 
uwzględniają specyfikę przepływu płynu w wężownicy powstałej przez nawinięcie 
rury o przekroju kołowym na walcowej pobocznicy. Omówiono również geometrię 
wężownicy niezbędną w opisie liczb kryterialnych ze względu na istotny wpływ 
parametrów geometrycznych na strukturę przepływu. Dokonana analiza porządkuje 
zakresy stosowalności odpowiednich wzorów kryterialnych w zastosowaniu do 
opisu zjawisk związanych z intensyfikacją wymiany ciepła w wężownicowym wy-
mienniku, wynikającą z pojawienia się przepływu wtórnego, który jest efektem in-
terakcji siły odśrodkowej, sił bezwładności oraz sił wywołanych lepkością płynu. 

Słowa kluczowe: wężownica, liczba Deana, krytyczna liczba Reynoldsa 

1. Wprowadzenie 

Wymienniki ciepła należą do ważnej grupy urządzeń, których zadaniem jest 
przekazywanie ciepła pomiędzy różnymi czynnikami. Zastosowanie wymienni-
ków jest bardzo szerokie, dlatego też są one powszechnie spotykane w różnego 
rodzaju systemach technicznych. Istnieje bardzo dużo rozwiązań konstrukcyj-
nych wymienników ciepła. Jednym z rodzajów jest wężownicowy wymiennik 
ciepła. Wężownica to podstawowy element wężownicowych i spiralnych wy-
mienników ciepła, które ze względu na zwartą budowę i dużą intensywność trans-
portu ciepła znajdują powszechnie zastosowanie w energetyce, przemyśle elek-
tronicznym, chemicznym, rolno-spożywczym, chłodnictwie, układach odzysku 
ciepła itp.  
 Intensyfikacja wymiany ciepła w wymiennikach wężownicowych jest spo-
wodowana interakcją pomiędzy siłą odśrodkową, siłą bezwładności oraz siłą wy-
wołaną lepkością. Siły te przyczyniają się do powstawania przepływu wtórnego. 
W najprostszej konfiguracji wężownice są wykonywane przez nawinięcie rury  
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o przekroju kołowym na walcowej pobocznicy. Zdarzają się też rozwiązania kon-
strukcyjne, w których wężownice są wykonywane przez nawinięcie np. rury  
o przekroju owalnym na pobocznicy stożka. Na strukturę przepływu, straty ci-
śnienia płynu w wymiennikach wężownicowych i spiralnych istotny wpływ mają 
parametry geometryczne. 

2. Geometria wężownicy  

Do analizy zagadnień cieplno-przepływowych w wężownicy jest niezbędne 
przedstawienie charakterystyki geometrycznej wężownicy. Podstawowe parame-
try geometryczne pokazano na rys. 1.  

 

 
Rys. 1. Geometria wężownicy 

Fig. 1. Coil geometry 

 Średnica DC wężownicy zależy od średnicy zwoju wężownicy DS oraz skoku 
zwoju p w następujący sposób: 

�� = ���� − � 	
�∙���		 (1) 

podczas gdy średnica zwoju  

�� = ���∙�				 (2) 

gdzie LS jest całkowitą długością rury wężownicy, a N stanowi liczbę zwojów. 
 

 Z kolei całkowita długość rury wężownicy jest wyrażona wzorem 

�� = � ∙ 2 ∙ � ∙ ����
� + � 	

�∙��� (3) 

DC – średnica wężownicy 
DS – średnica zwoju 
do – średnica zewnętrzna rury  
         wężownicy 
di – średnica wewnętrzna rury  
        wężownicy 
p – skok zwoju 
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 Natomiast wysokość wężownicy 

�� = � ∙ � (4) 

 Wymiarem charakterystycznym, używanym w obliczeniach związanych  
z procesem wymiany ciepła na zewnątrz wężownicy, jest parametr D opisany na-
stępującym wzorem: 

� = �� ∙ �1 + � 	
�∙���� (5) 

 W analizie wymiany ciepła w wężownicach wykorzystuje się również tzw. 
współczynnik krzywizny δ, który jest zdefiniowany jako 

� =  !�� (6) 

3. Liczba Deana i krytyczna liczba Reynoldsa 

Głównym czynnikiem wpływającym na intensyfikację wymiany ciepła  
w wężownicy jest pojawienie się przepływu wtórnego generowanego wewnątrz 
zakrzywionej rury, który jest efektem interakcji siły odśrodkowej, siły bezwład-
ności oraz sił lepkości. Powoduje to pojawienie się złożonego przepływu wtór-
nego, w płaszczyźnie prostopadłej do przepływu głównego, który istotnie przy-
czynia się do intensyfikacji wymiany ciepła. 

Koncepcja wykorzystania spiralnej geometrii w wymiennikach ciepła poja-
wiła się pod koniec IX w. [1]. Pierwsze prace poświęcone badaniom przepływu 
w zakrzywionych kanałach były zapoczątkowane na przełomie IX i XX w. przez 
Thomsona [2], Grindleya [3], Williamsa [4] i Eustica [5, 6]. W pracach [2, 3] 
zaobserwowano, że zakrzywienie kanału ma istotny wpływ na przepływ płynu.  
Z kolei autorzy [4] odnotowali, że w kanale zakrzywionym występuje przesunię-
cie maksymalnej prędkości osiowej w kierunku ścianki zewnętrznej. Eustice  
w pracy [5], przy wykorzystaniu wizualizacji przepływu za pomocą iniekcji tu-
szu, wykazał istnienie przepływu wtórnego. W [6] zaś porównywał przepływ  
i opory hydrauliczne w zakrzywionych rurach. Wykazał on, że następuje wzrost 
strat ciśnienia w rurach zakrzywionych w porównaniu do rur prostych. 

Eksperymentalną analizę oporów przepływu w rurach zakrzywionych badał 
również White [7], który określił prędkość krytyczną, przy której występuje prze-
pływ turbulentny. Stwierdził, że w rurach zakrzywionych przejście przepływu la-
minarnego w turbulentny następuje przy wyższej prędkości niż dla rur prostych. 
Taylor i Yarrow [8] również badali przejście przepływu laminarnego w turbu-
lentny i potwierdzili wyniki White’a. Na bazie tych eksperymentów ustalili za-
leżność liczby Reynoldsa w funkcji pierwiastka ze współczynnika krzywizny δ, 
przy której zachodzi przejście przepływu laminarnego w turbulentny. 
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Prekursorem badań teoretycznych dotyczących analizy przepływu w rurach 
zakrzywionych był Dean, który w swojej pierwszej pracy [9] analizował lami-
narny nieściśliwy przepływ w zakrzywionej rurze w oparciu o równania Naviera 
Stokesa. Na bazie hipotezy o małych krzywiznach wykazał istnienie przepływów 
wtórnych oraz dwóch przeciwbieżnych wirów (tzw. wirów Deana), co zostało 
eksperymentalnie potwierdzone w [8, 11, 13] oraz teoretycznie w pracy [12]. 
Przedstawione w [9] rozwiązanie jakościowo poprawnie opisywało zjawisko 
przepływu w zakrzywionych rurach, jednak nie uwzględniało związku pomiędzy 
gradientem ciśnienia a prędkością. W pracy [10] Dean rozszerzył analizę i zapi-
sując w cylindrycznym układzie współrzędnych równania Naviera Stokesa, zbu-
dował układ równań (zwany równaniami Deana) oraz określił, wyprowadzony  
na drodze teoretycznej, związek między gradientem ciśnienia a prędkością. Efek-
tem tych analiz były również nowe parametry K i C występujące w równaniach 
Deana [10]: 

" = 2 ∙ #$� ∙ %!&'∙() = 2 ∙ �*+∙%!( �� 	 ∙ %!'  (7) 

gdzie: #$ −	prędkość w osi rury, , = ��/2 − promień wężownicy, . − lepkość 
kinematyczna, /0 − promień wewnętrzny rury, oraz   

1 = 2 ∙ ')
3∙*+	 (8) 

gdzie: G – gradient ciśnienia, µ – lepkość dynamiczna. 
 

Odpowiednie wyskalowanie parametru C umożliwia zapis parametru K  
w formie [13]: 

" = �*+∙%!( �� ∙ %!' 	 (9) 

 Dla małych liczb Reynoldsa [10] można przyjąć: 

45 = *+∙%!( ≅ *7∙ !(  (10) 

gdzie: #7 − prędkość średnia, 80 −	średnica wewnętrzna rury. 
 

 Zatem równanie (9) sprowadza się do postaci 

" = 45� ∙ %!' = 45� ∙  !��	 (11) 

 Jako pierwszy liczbę podobieństwa (nazwaną liczbą Deana), w postaci 
wzoru (12), w analizie przepływów zastosował White [7]: 

�5 = √" = 45 ∙ � !�� = 45 ∙ √� (12) 
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Liczba Deana (12) określa związek pomiędzy siłami bezwładności, odśrod-
kowymi i lepkości oraz jest wskaźnikiem charakteryzującym stabilność prze-
pływu w kanałach zakrzywionych, co udowodnił Reid w swojej pracy [12]. Po-
twierdził on, że po przekroczeniu pewnej krytycznej wartości liczby Deana 
De > 36 przepływ w kanałach zakrzywionych staje się niestabilny i pojawiają się 
przepływy wtórne oraz przeciwbieżne wiry. Ponadto w odróżnieniu od wyników 
Deana [9], w których wiry są symetryczne, Reid wykazał wystąpienie ich pewnej 
asymetrii. McConalogue oraz Srivastava [14] kontynuowali i rozwinęli badania 
nad przepływami w przewodach zakrzywionych prowadzone przez Deana w [10]. 
Autorzy opracowali metodę wykorzystującą rozwinięcie w szereg Fouriera w od-
niesieniu do kąta biegunowego w płaszczyźnie przekroju rury, a wynikowe sprzę-
żone równania, będące uproszczoną formą równań Naviera Skokesa, rozwiązali 
numerycznie. Wprowadzili nieco zmodyfikowaną wersję liczby Deana w postaci:  

�: = 4 ∙ √2 ∙ �5 (13) 

 Potwierdzili, że liczba Deana może być stosowana w analizie przepływu  
w kanałach zakrzywionych jedynie dla małych jej wartości oraz udowodnili, że 
pojawienie się symetrycznych sprzężonych wirów występuje również przy ma-
łych wartościach liczby Deana. Dla �: < 100 [17] liczba Dn jest proporcjonalna 
do De, zaś dla dużych wartości związek pomiędzy Dn i De staje się nieliniowy. 
Jest to efekt utraty liniowej zależności pomiędzy gradientem ciśnienia a objęto-
ściowym wydatkiem przepływu płynu [15, 16]. Dlatego dla dużych wartości liczb 
Deana jest stosowana odmienna wersja liczby Deana w postaci [15, 16, 18]: 

�: = >∙%!&3∙( ∙ ��∙%!'  (14) 

 Kluczowym czynnikiem wpływającym na warunki wymiany ciepła podczas 
przepływu w rurach zakrzywionych oraz na przejście przepływu laminarnego  
w turbulentny jest liczba Reynoldsa zdefiniowana w formie (10), która po raz 
pierwszy jako kryterium przejścia przepływu laminarnego w turbulentny dla rur 
prostych przy wykorzystaniu barwnika do wizualizacji przepływu została zapro-
ponowana w pracy [19]. Reynolds w [19] zasugerował jej wartość na poziomie 
Re = 2100 dla górnej granicy przepływu laminarnego.  Jednak zarówno w rurach 
prostych, jak i zakrzywionych nie występuje bezpośrednie i jednoznaczne przej-
ście pomiędzy przepływem laminarnym a turbulentnym. Już Reynolds na podsta-
wie własnych badań zaobserwował, że utrzymanie przepływu laminarnego jest 
możliwe do wartości nawet Re = 12 000 przy redukcji zewnętrznych zaburzeń 
przepływu do minimalnych wartości. Eckman w pracy [20] utrzymał przepływ 
laminarny do wartości liczby Reynoldsa Re = 40 000. Dla rur prostych autorzy 
prac [20, 21, 22] wnioskują, że przepływ staje się turbulentnym przy pewnej kry-
tycznej liczbie Reynoldsa w zakresie 2000-100 000, przy czym jest to uzależnio- 
ne od tzw. „gładkości” wlotu do rury, jednak nie pozwala na wyjaśnienie tak  
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szerokiego zakresu przejścia przepływu laminarnego w turbulentny. Z kolei Rotta 
[23] w badaniach eksperymentalnych ustalił przejście przepływu laminarnego dla 
liczby Reynoldsa w zakresie 2000-3000. Zatem proces ten obejmuje pewien za-
kres liczb Reynoldsa, w którym występuje tzw. obszar przejściowy. 
 Dla rur zakrzywionych przejście przepływu laminarnego w turbulentny od-
bywa się przy większych liczbach Reynoldsa niż dla rur prostych, co już spostrze-
gli White [7] oraz Taylor i Yarrow [8] w swoich pracach. Taylor i Yarrow zaob-
serwowali, że dla √� = 0,232 najwyższa wartość liczby Reynoldsa, przy której 
przepływ jest jeszcze laminarny, wynosi 5830, zaś dla	√� = 0,177 jest ona równa 
5010. Dla √� = 0,232 najniższa liczba Reynoldsa, przy której przepływ jest jesz-
cze burzliwy, jest równa 7100, natomiast dla 	√� = 0,177 wynosi ona 6350. Za-
krzywienie przewodu przyczynia się stabilizacji przepływu laminarnego, w po-
równaniu do rur prostych, co zaobserwowali Sreenivasan i Strykowski [24], dla-
tego przejście do przepływu turbulentnego odbywa się przy większych liczbach 
Reynoldsa. Poza tym jak zaobserwowali Sreenivasan i Strykowski, krytyczna 
liczba Reynoldsa, przy której pojawia się przejście w przepływ turbulentny, 
osiąga maksimum, a potem spada wraz ze wzrostem krzywizny [24]. Dla  � = 0,039 przepływ laminarny jest jeszcze możliwy dla liczby Reynoldsa równej 
5200 (rys. 2.).   

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 2. Krytyczne liczby Reynoldsa (o – 
dolna, • – górna) 

Fig. 2. Critical Reynolds numbers (o – the 

lower, • – the upper)   

 

Webster i Humphrey [27] w przeprowadzonych badaniach eksperymental-
nych ustalili, że występującym w środkowej części rdzenia strumienia niskoczę-
stotliwościowym oscylacjom przepływu towarzyszy uwarstwiony ruch w pobliżu 
ścianek zewnętrznych w zakresie liczb Reynoldsa 5060 < Re < 6330 oraz  � = 0,055. Autorzy sugerują, że inicjatorem turbulizacji (niestabilności) prze-
pływu jest środkowa część rdzenia strumienia płynu. Identyfikacja przejścia prze-
pływu laminarnego w turbulentny w przewodach zakrzywionych jest utrudniona 
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z uwagi na fakt, że proces ten zachodzi stopniowo i pomiędzy przepływem lami-
narnym a turbulentnym jest obszar przejściowy [24-26]. Zatem przejście pomię-
dzy przepływem laminarnym a turbulentnym charakteryzują dwie krytyczne 
liczby Reynoldsa – dolna i górna. Pierwsze kryterium określające krytyczną 
liczbę Reynoldsa jako granicę przejścia pomiędzy przepływem uwarstwionym  
a turbulentnym zostało wprowadzone przez Ito [28] na podstawie badań ekspery-
mentalnych, dla 15 < δ–1 < 860: 

45D%0E = 20000 ∙ �F,G� (15) 

 Z kolei nieco później Srinivasan [29, 30] rekomendował korelację na kry-
tyczną liczbę Reynoldsa w postaci: 

45D%0E = 2100 ∙ H1 + 12 ∙ �F,IJ  (16) 

ważnej dla �KL < 200, która była później zweryfikowana eksperymentalnie  
w pracy [31]. Schmidt [32] przedstawił zależność na krytyczną liczbę Reynoldsa 
w postaci: 

45D%0E = 2300 ∙ H1 + 8,6 ∙ �F,�IJ  (17) 

dla �KL < 200. 
Kubair i Varrier w pracy [33] na podstawie badań eksperymentalnych dla rur 

helikoidalnych dla zakresu 9,7 < �KL < 2000 ustalili korelację określającą 
przejście przepływu laminarnego w turbulentny  

45D%0E = 12730 ∙ �F,G� (18) 

Wojtkowiak i Oleśkiewicz-Popiel [34] w oparciu o własne badania dla rur 
helikoidalnych przedstawili zależność na krytyczną liczbę Reynoldsa: 

45D%0E = 2300 ∙ H1 + 12 ∙ �F,IOJ (19) 

ważną dla �KL < 205. 
Z kolei Mishra i Gupta w pracy [35], dla rur helikoidalnych w korelacji na 

krytyczną liczbę Reynoldsa, uwzględnili skok zwoju: 

45D%0E = 20000 ∙ P Q
�LR S)∙T∙U�)

V
F,G�

 (20) 

 Przedstawiona zależność jest ważna dla �KL ≥ 10. Mishra i Gupta zauwa-
żyli, że wraz ze wzrostem skoku zwoju P maleje wartość krytycznej liczby Rey-
noldsa, przy którym zachodzi przejście przepływu laminarnego w turbulentny. 
Dla p = 0 wzór (20) jest tożsamy z korelacją podaną przez Ito. 
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Autorzy prac [36, 37] dokonali podziału wężownic w zależności od krzywi-
zny i na podstawie badań eksperymentalnych ustalili następujące korelacje: 

• dla wężownic o dużej krzywiźnie, tj. �KL < 24 

    45D%0E = 30000 ∙ �F,�X (21) 

• dla wężownic o średniej krzywiźnie 30 ≤ �KL ≤ 110 

    45D%0E = 12500 ∙ �F,GL (22) 

    45D%0E = 120000 ∙ �F,IX (23) 

• dla wężownic o małej krzywiźnie �KL ≥ 150 

    45D%0E = 2300 ∙ H1 + 210 ∙ �L,L�J (24) 

 W wymiennikach spiralnych krzywizna ulega zmianie, zatem przejście  
z przepływu laminarnego odbywa się w pewnym zakresie liczb Reynoldsa.  
W takim przypadku Srinivasan [30] zaleca wyznaczanie krytycznych liczb Rey-

noldsa 45Z'[ i 45Z0\	przy wykorzystaniu formuły (16) dla �Z0\ =  !��]U^ oraz 

�Z'[ =  !��]!_. Przejście przepływu laminarnego w turbulentny ma miejsce po-

między 45Z0\ i 45Z'[. Z kolei autorzy pracy [38] zalecają dla wymienników 
spiralnych stosowanie średniej arytmetycznej średnicy ��ś% = 0,5 ∙ H��Z0\ ++	��Z'[J jako wymiaru charakterystycznego dla wyznaczania krytycznej liczby 
Reynoldsa. 

 

 

Rys. 3. Krytyczna liczba Reynoldsa w funkcji współczynnika krzywizny 

Fig. 3. Critical Reynolds number in function of curvature coefficient 



Liczby kryterialne... 75 

 
Rys. 4. Krytyczna liczba Reynoldsa w zależności od geometrii wężownicy 

Fig. 4. Critical Reynolds number in relation to coil geometry 

Na rysunku 3. przedstawiono estymację krytycznej liczby Reynoldsa przy 
wykorzystaniu różnych korelacji. Zaś wpływ relacji skoku zwoju do promienia 
wężownicy na podstawie korelacji (20) Mishry i Gupty pokazuje rys. 4. W zależ-
nościach określonych wzorami (16), (17), (19) oraz (24), przy krzywiźnie dążącej 
do zera, liczba Reynoldsa dąży do wartości odpowiadającej rurom prostym. Cion-
colini i Santini [36, 37] dla wężownicy o średniej krzywiźnie, tj. gdy 30 ≤ �KL ≤ 

≤ 110, ustalili dwie różne korelacje (22) i (23). Jest to związane z nieciągłością 
wartości współczynnika tarcia podczas przejścia z przepływu laminarnego do tur-
bulentnego. W odniesieniu do rur prostych jest to związane z nieciągłością po-
między korelacją Hagen-Poiseuilla a funkcją określającą współczynnik tarcia dla 
przepływu turbulentnego. Przy czym dla wężownic helikoidalnych, w odróżnie-
niu od rur prostych, Cioncolini i Santini jako pierwsi zaobserwowali wystąpienie 
dwu nieciągłości współczynnika tarcia [36]. Autorzy [36, 37] sugerują, że dla 
przepływów charakteryzujących się wystąpieniem pierwszej nieciągłości dla 
liczb Reynoldsa, wskazujących na przejście z laminarnego do turbulentnego prze-
pływu, bardziej adekwatne jest stosowanie korelacji (22). Zaś dla przepływów,  
w których liczby Reynoldsa wskazują na wystąpienie drugiej nieciągłości współ-
czynnika tarcia w rurach helikoidalnych, autorzy [36] zalecają stosowanie kore-
lacji (23).    

4. Podsumowanie 

Wężownicowe wymienniki ciepła stosowane obecnie w różnych gałęziach 
przemysłu wymagają, w opisie zjawisk niezbędnych przy projektowaniu, 
uwzględnienia liczb kryterialnych związanych z charakterem przepływu w rurze 
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wężownicy. Są to: krytyczna liczba Reynoldsa oraz liczba Deana. Intensyfikacja 
wymiany ciepła zachodzącej w rurze wężownicy jest powodowana przede 
wszystkim pojawiającymi się przepływami wtórnymi będącymi efektem interak-
cji pomiędzy siłami odśrodkowymi, bezwładności i siłami wywołanymi lepko-
ścią. Zjawiska te, opisane skomplikowanymi równaniami różniczkowymi, zo-
stały, poprzez zastosowanie analizy wymiarowej, uporządkowane i uproszczone 
dzięki wymienionym wcześniej liczbom bezwymiarowym. Zaprezentowany  
w artykule przegląd literaturowy oraz analiza porównawcza systematyzuje  
wiedzę niezbędną przy obliczeniach wężownicowych wymienników ciepła  
z uwzględnieniem liczby Deana i krytycznej liczby Reynoldsa. Uporządkowano 
również zakres stosowalności odpowiednich wzorów kryterialnych. Jest to o tyle 
istotne, że zarówno postać liczby Deana, jak i wartość krytycznej liczby Rey-
noldsa są uzależnione od parametrów geometrycznych wężownicy oraz zmien-
nego charakteru przepływu płynu. Przedstawione rozważania pozwalają lepiej 
zrozumieć charakter zjawisk występujących przy konwekcyjnym przepływie  
w zakrzywionych rurach. 
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CRITERION NUMBERS IN CHARACTERISTICS OF A COIL HEAT  
EXCHANGER  

S u m m a r y  

The article presents a literature review and a comparative analysis of criterion numbers im-
portant in the description and design of coil heat exchangers - the Dean number and the critical 
Reynolds number. These numbers take into account the specificity of fluid flow in the coil resulting 
from winding of the circular section pipe on the cylindrical side. Coil geometry necessary in the 
description of criterion numbers was also discussed due to the significant influence of geometric 
parameters on the flow structure. The work analyzes the scope of applicability of appropriate crite-
rion formulas in the description of phenomena related to intensification of heat transfer in the coil 
heat exchanger resulting from the occurrence of secondary flow, which is the effect of interaction 
of centrifugal forces, inertia forces and forces caused by fluid viscosity. 
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