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Stanistaw NOGA!

DRGANIA GI ETNE W PLASZCZY ZNIE KOL
MODELOWANYCH UKLADAMI
PIERSCIENIOWYMI Z WARSTW A SPREZYSTA

W pracy omoéwiono drgania ghe w ptaszczinie két modelowanych uktadami
pierscieniowymi z podtgem spezystym typu Winklera. Zaprezentowano réwnania
drgar witasnych modeli pidcieni Timoshenki i Bernoulliego z warsiveprzysty
typu Winklera. W réwnaniach uwzginiono zaproponowany trzyparametrowy mo-
del warstwy spgzystej. Nasgpnie wyprowadzono réwnaniegstasci wkasnych wy-
mienionych modeli oraz podano réwnanie form wlasnytasadnicza ¢ pracy
dotyczy oceny wptywu gbokadsci pierscienia na wyniki rozwjzah analitycznych
otrzymanych z proponowanych modeli. W procesie rdg@stia wspétczynnikdéw
modeli analitycznych wykorzystano wyniki rozmen numerycznych opartych
na metodzie elementéw skezonych. Otrzymane wyniki symulacji zweryfikowano
doswiadczalnie na wybranych obiektach. Ustalono prayppiercieni, dla ktérych
korzystne jest stosowanie zaproponowanych modalitgoznych.

Stowa kluczowe:drgania gitne w ptaszczinie, podiae spezyste Winklera

1. Wprowadzenie

Problematyka modelowania dfgaikladow kotowo-symetrycznych ukia-
dami pieécieniowymi z warsty sprzysty jest przedmiotem zainteresowania
wielu badaczy i frodkéw badawczo-rozwojowych [1-7]. Wynika to z fakte
w przypadku analizy zagadmidrgai gigtnych w ptaszczsnie uktadéw typu kota
kolejowe i zbate korzystnie jest stosotvarymienione analityczne modele pier-
scieniowe z warstw sprzysty [2, 4]. Podstawy teoretyczne dotyce analizy
i pomiaréw drgé uktadéw cagtych z uwzgtdnieniem metody elementow sko
czonych (MES) oméwiono w pracy [8]. W publikacjdéh 7] rozwaano przy-
datng¢ zaproponowanych modeli analitycznych w symulacfjad gietnych
w ptaszczynie két kolejowych i két z ogumieniem petnym. Artyi{1] dotyczy
z kolei analizy drga gictnych két samochodowych. W pracach [2, 4] omowiono
drgania gitne w ptaszczinie kot zbatych, stosac modele analityczne i nume-
ryczne MES. W publikacji [3] analizowano przydat@onodelu analitycznego
pierscienia cienkiego z trzyparametrgwarstwy spezysts w procesie symulacji

1 Autor do korespondencji/corresponding author: Staw Noga, Politechnika Rzeszowska, al. Po-
wstaicow Warszawy 12, 35-959 Rzeszéw, Polska, tel.: 8681639, e-mail: noga@prz.edu.pl
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drgah uktadéw kotowo-symetrycznych. Podobny problem,as#cy si do mo-
delu tzw. piefcienia grubego, dyskutowano w referacie [6]. W pcc([2, 4],
omowiono podstawy teoretyczne dotyce réwna drga gietnych w plaszczi
nie ukladéw pieicieni cienkich (teoria Bernoulliego) i grubych (tieo Ti-
moshenki) z trzyparametrgwwarstwy spezysty typu Winklera. W niniejszej
pracy oméwiono drganiagihe w ptaszczinie kdt modelowanych uktadami pier-
scieniowymi z podiaem spezystym. Zasadnicza e& pracy dotyczy oceny
wplywu gkbokasci piericienia na wyniki rozwjzan otrzymanych z proponowa-
nych modeli analitycznych. W procesie badawczym avgistano rezultaty ba-
dax daswiadczalnych i wyniki rozwjzan MES.

2. Sformutowanie zagadnienia

Model mechaniczny rozwanych ukladéw zawiera ptaski pdeien kotowo-
-symetryczny wspotpracagy z trzyparametrowym podiem spezystym typu
Winklera [2, 4]. W rozwaaniach teoretycznych zaiono prostoltny jednorodny
przekréj poprzeczny piggienia i podiga. Przyjmuje i, ze piekcien i podiaze
stanowj uktad doskonale spiysty, aR to promie linii srodkowej piefcienia.

R M;+dM;

pierscien

podfaze

Rys. 1. Model ukfadu piécienia z warstw sprzysts Winklera
Fig. 1. Physical model of a ring with Winkler folattbn

Zaklada s, ze nieskaczenie maty element piaienia (rys. 1.) wyznaczony
przez lgt 6 przemieszcza siw kierunku promieniowyrnu(é, t) i obwodowym
w(d, t). W modelu matematycznym podé uwzgtdnia s¢ dodatkowo prze-
mieszczenie &owe w plaszczinie wynikagce z obrotu w ptaszczgie prze-
kroju poprzecznego pigienia podczas deformacji [2, 4]. Przyjmuje shate
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przemieszczenia na wymienionych kierunkach. W pnop@anym modelu mate-
matycznym podiga wspotczynnikiks i k, reprezentyj sztywng¢ promieniove

i obwodowy podiaza, a trzeci wspétczynniks uwzgkdnia sztywnéé obrotov
poditaza, ze wzgldu na wspomniany obroét przekrojow poprzecznychspienia

w czasie drgagictnych w ptaszczinie. W przypadku gdy rozpatrywany jest tzw.
piercien gruby stosuje giteori Timoshenki [2], a rGwnanie driatasnych git-
nych w ptaszczgnie uktadu, w funkcji przemieszczenia promienioweypyj-
muje forng [2, 4]:

6 R2 4 2 2 4
QUL ooy, R |<S CACTIN PSS S L U L S
Y "KAG 06 KAG El, KAGEI,

4 2 2 4 4 2 2 6,
fR_ O_L;_ kSR_+kka R +kpiu_ R +pR 64u2+
El, )o@ El, kAGEL El, E kG )o@t
P R* 0 PR? PR ,oR2 PR* ,oAR4 d%u

s T 72 +K +ks 27:2
kGE 06t E kAGE kG kGEI 080t

_ PR 0% _ ,oR2+k PR K PR* ,oAR4
KGE ot* | E  PkAGE °IGEl, El,

F‘O

(1)

gdzie: E - modut Younga,
G — modut Kirchhoffa,
1 — geometryczny moment bezwiadoioprzekroju poprzecznego pier-
scienia,
p — GeStas¢ masy piegcienia,
A — pole przekroju poprzecznego g@enia,
k — wspotczynnik ksztattu przekroju.

W przypadku tzw. pidcienia cienkiego stosujegdieoric Bernoulliego i row-
nanie (1) przyjmuje postd2, 4]:

6 4 2 4 2 2u
J°u 26u o°u k 6u+26u u+ka——kuR+
aaﬁ 00* 06°) R\09* 06? 062
9% ( a°u
+pAR¥[ﬁ_U\J:O (2)

Warto zauway¢, ze rownanie (2) ma znacznie progtposta niz zaleznosé
(1). Wynika to z faktuze w przypadku pidgcieni cienkich, przy formutowaniu
réwnan drgai gietnych w ptaszczinie pomija s¢ wpltyw odksztatcenia postacio-
wego Kk = 0) i bezwtadnéci obrotowej piefcienia [2].
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3. Rozwhzania teoretyczne drga witasnych
Rozwigzania ogdlnego rowma(1) i (2) poszukuje giw postaci:
u(e,t)=u(6)e« ®3)

gdzie: o — czstaé¢ whasna,
i=+/-1 — jednostka urojona.

Po podstawieniu rozgizania (3) do rownania (1) otrzymuje gialeznosé:

36; (2 bk, —ks andAU (1+h)k — 2k a°+kk x

dg*
R U I N
—+k = ks—=5 + KKs +k U +(c,+d
x,0|1 faO dez Rz ,0|1 paO (CO 0)><
xa)ziti+cod0w4d—2u2—codow4u— —200+kfho+do+kSM+
de de .
hA _
+ pAy) W ——5 +| G+ Kby + ks = PAG, «’U =0 4)
1
gdzie:
R“ R? PR? PR? oR*
= = , = , d,= , = 5
2TE PTae T E - %The Migas @

W przypadku podstawienia rownania (3) do wzoru (2)

dU d'u

2
s tle-n) +-2h+a) 5 (e +h)u
dU _
gdzie:
alzkf R* blszR“ kR* ks R?

El, ' B, el n= El, (7)



Drgania gétne w ptaszczinie k6t modelowanych... 495

Rozwizanie ogolne rowna(4) i (6) jest przewidywane w postaci [2, 8]:
3 .

u(g)= chnS'n(n9+¢jn), n=123,... 8)
j=1

gdzie:Cin, pjn — State.

Po podstawieniu réwnania (8) do rowin@) i (6) otrzymuje si tzw. réwna-
nia czstasci. W przypadku rownania (4) rownaniegsici przyjmuje forng:

1

~ Gd(r? +1)w:+{(co+do)n“+(—2co+ kfho+do+ks¥*+pAaoJx

S RNLYI P S
1

—[1+ bk, - 2k3% " kfkspii+ |<fai)]n2 —(kS% "

1

+ kpkspiil + kpaoJ =0 (9)

Rownanie (9) jest rownaniem kwadratowym ze wdglnaaﬁ. Oznaczato,
ze kademun odpowiada dwie wartdci czestasci wlasnych. Nisze wartéci
odnosz sie do czstasci whkasnych drga gietnych w ptaszczinie [2, 4]. W przy-
padku réwnania (6) rownaniegstasci przyjmuje post&

6 _ _ 4 _ 2
aﬁ=n (2 h.l.)n +(1, 22h.l.-"-a1)n +(C.L+h.l.)’ n=213,_“ (10)
bl(n +1)
Istnieje szczegolny przypadek rozwania rowna (9) i (10). Mianowicie po
podstawieniu do wymienionych rowfa = 1, otrzymuje s oscylacje zwgzane
tylko z przemieszczeniem w ptaszémie piekcienia, bez jego deformaciji (defor-

muje sé tylko warstwa sprzysta). Dla dowolnegm > 1 pieécien (gruby lub
cienki) odksztatca sizgodnie z rownaniem [2, 4]:

u,(6,t)=C,,sin(ng+g,, )¢ (11)

przy czym stat€Ci, i gjn Wwyznacza si z warunkéw pocgkowych uktadu.
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4. Modele MES uktadow piescieniowych

W biezacym rozdziale zostanomowione modele MES rozwanych ukia-
dow piekcieniowych. Modele te otrzymujeest dyskretyzaciji modelu gjtego
uktadu rzeczywistego. Analizie poddano obiekty orgetrii pokazanej na rys. 2.
Rozwaono szé¢ przypadkéw uktadow piécieniowych. W tabeli 1. zamiesz-
czono dane techniczne badanych uktadow, przy dayim grubdé¢ pierscienia
wzdtuwz promienia, av — wspotczynnik Poissona. Pozostale wiétkazdefinio-
wano na rys. 2. duz w zalenosci (1). Kazdy rozwaany ukfad skiada si
z obrzea modelowanego pigieniem spgzystym oraz tarczy traktowanej jako
masowe podize spezyste.

a) | b)

=]
Q

8 mocowanie

Rys. 2. Model geometryczny rozwanych ukltadéw: a) wymiary geometryczne,
b) widok modelu

Fig. 2. Geometrical model of a discussed systemgieametric dimensions,
b) view of the model

ad,

Réwnania drgawtasnych uktadu dyskretnego korzystnie jest za&pis@o-
staci macierzowej [2, 8]:

Mu+Ku=0 (12)

gdzie: M — macierz bezwladsoi w uktadzie globalnym,
K — macierz sztywnii w uktadzie globalnym,
U — wektor przyspiestewgztowych,
u — wektor przemieszcaengztowych.

Czestasci drgaxr wkasnych w tym przypadku otrzymuje: stozwigzujac za-
gadnienie wtasne:

(k -wM)u=0 (13)

gdzie: o —wspomniana wczaiej czstas¢ drgar wkasnych,
U — wektor wkasny (postadrgah wtasnych).
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Tabela 1. Dane techniczne analizowanych uktadéw
Table 1. Parameters characterizing discussed sgstem

L dz, dw, h, 2 R, dy, Ir, lw, E,
Pl m m m kg/m? m m m m Pa

0,179| 0,171 0,004
0,180| 0,17Q 0,005
0,181| 0,169 0,006
0,183| 0,167 0,008
0,187| 0,163 0,012
0,191| 0,159 0,016

7,85-16 | 0,0875| 0,02 0,008 0,002 2,1*10 0,28

DA (W|N|F

a)

d)

Rys. 3. Modele MES uktadéw po rozwgniu: a) model obiektu nr 1, b) model obiektu nr 2,
¢) model obiektu nr 3, d) model obiektu nr 4, e)deloobiektu nr 5, f) model obiektu nr 6

Fig. 3. FE models of the systems after evaluagdmodel of the object no. 1, b) model of the objec
no. 2, ¢c) model of the object no. 3, d) model efdibject no. 4, ) model of the object no. 5, fielo
of the object no. 6

W obliczeniach humerycznych do rozgénia zagadnienia wlasnego (11)
stosuje si metod blokowg Lanczosa [2, 8]. W pierwszej kolegtd poréwnano
wyniki rozwigzan analitycznych z rozwizaniami numerycznymi MES. Naghie
dla wybranych przypadkéw obiektéw wyniki z modeiaditycznych i numerycz-
nych odniesiono do rezultatow badioswiadczalnych. Jakd zaproponowanych
modeli analitycznych i numerycznych MES ustalg svyznaczajc tzw. bhd
wzgledny czstasci, okreslony zalenoscia [2]:
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£=(w' - )/ @100, % (14)

gdzie: °®- referencyjna warté czestosci wkasnej drga gictnych,
o' — wart@¢ czestdici wlasnej drga z modelu.

Dla kazdego rozwaanego przypadku opracowano model MESradowi-
sku ANSYS APDL. W procesie nakladania siatki stozow element czworo-
scienny dziesjciowgztowy (solid187) o trzech stopniach swobody wsdgan
wezle. Przygto, ze diugd¢ krawedzi elementu nie przekracza grgbidarczy mo-
delujgcej podtae spezyste w danym uktadzie [2, 8]. Przy opracowywaniudeio
MES wykorzystano wigiwosci cyklicznej symetrii rozwzanych obiektow.
Kazdy model MES stanowi jedrszésy modelowanych uktadéw. Na rysunku 3.
pokazano modele MES analizowanych obiektéw po mizeiu do procesu wi-
zualizacji wynikéw oblicza.

5. Analiza numeryczna

W niniejszym rozdziale omowiono wyniki rozyzian analitycznych i nume-
rycznych dla modeli analizowanych uktadow. Dladego przypadku modelu
wyznaczono siedem pierwszyclestéci drgar wiasnych gitnych w ptaszczi
nie i odpowiadacych im form wtasnych. Ze wzglu na to,ze modele anali-
tyczne nie uwzgdniajg masy warstwy speystej, zadowalage rezultaty uzy-
skuje st przy zmianie masy piécieni w modelach analitycznych ukfadéw.
W tabeli 2. podano warfoi wspotczynnikow zagpczej gstasci materialowej
pierscieni modeli analitycznych rozwanych obiektéw, przy ktérych uzyskano
zadowalajce wyniki. Wartdci te wyznaczono w symulacji numerycznej dla mo-
deli Timoshenki, a nagbnie wykorzystywano w modelach Bernoulliego. Podob-
nie, wartdci wspoétczynnikowks, k, i ks wyznaczono w symulacji numerycznej,
przy czym aby uzysKasatysfakcjonujcy wynik, dla kadego modelu analitycz-
nego naleato wyznaczy osobny zbiér wartai wspotczynnikow.

Tabela 2. Wspotczynnik zagiczej gstosci materiatowej pigicieni
Table 2. Ring substitute mass density

Zy

Lp- K/

94.16
95.16
95.16
93.16
885.10
835.18

O WIN|F
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W tabeli 3. podano wardoi czestotliwosci drgai wikasnych ggtnych w ptasz-
czyznie, uzyskane z modeli MES analizowanych obiektBezultaty te wyko-
rzystano jako dane referencyjne do wyznaczenia Mspdnikow p;, ki, ky i ks
modeli analitycznych obiektow. W tabeli 4. pokazamartaici czestotliwosci
drgar wlasnych gjtnych rozwaanych uktadéw oraz waroi wspoétczynnikow
ki, Ko, ks Otrzymane z modeli Timoshenki (pierenie grube).

Tabela 3. Cgstotliwosci whasne rozwzanych uktadowon, Hz (rozwikzanie MES)
Table 3. Natural frequencies of the consideredesystn, Hz (FE solutions)

Lp. ke, ko ks n
N/m? N/m N/m 2 3 4 5 6 7 8
1 - - - 11135| 17854 22886 27355 31489 35385 39105
2 - - - 10792| 1719% 21963 26186 30098 33808 37387
3 - - - 10475 16603 21156 25195 28962 32573 36104
4 - - - 9916 | 155971 19834 23645 27280 30863 34472
5 - - - 9038 | 14141 18091 21833 25607 29518 33611
6 - - - 8393 | 13199 17141 21084 25218 29%94 34207
Tabela 4. Cgstotliwosci whasne rozwzanych uktadowon, Hz (model Timoshenki)
Table 4. Natural frequencies of the considerecesystn, Hz (thick ring solution)
Lp. ke, ko ks n
N/ N/m N/m 2 3 4 5 6 7 8
1 15-10 6-1¢ | 175-16 | 11997| 16304 | 20819| 25454| 30161 | 34911| 39691
2 17-168 6-1¢ | 13-1G | 11520| 15851 20378| 25010| 29702 | 34431| 39183
3 | 185-10 | 6-1¢ | 112-16| 11132| 15510| 20072| 24723 | 29424 | 34155| 38904
4 | 224-18 | 6-1¢ | 18-1G | 10561 | 14530| 18681| 22932| 27243| 31593| 35972
5 | 228-10 | 6-1¢ | 18-10 | 9390 | 13469 17698| 21996 26340| 30722| 35140
6 | 223-16 | 6-1¢ | 16-10 | 8602 | 12684 16916| 21227| 25613| 30072| 34605

Tabela 5. zawiera wyniki (wao czestotliwosci drgar wkasnych gitnych
oraz wspotczynnikowvk;, kp, ks) otrzymane z modeli Bernoulliego (pierenie
cienkie).
Kolejne tabele zawiergjbtedy czstasci (12) wynikagce z poréwnania
otrzymanych rozwjzan analitycznych z rezultatami uzyskanymi z modeli $1E
uktadow, przy czym — jak wspomniano wéaziej — wyniki rozwzan MES trak-
towano jako dane referencyjne. W tabeli 6. zamieszoc stosowne wardoi
btedu czstaici wynikajgce z porébwnania wynikow z modeli Timoshenki z wyni-
kami z modeli MES. Otrzymane wastd bledow g dla rozwaanych przypadkéw
obiektow zadowalafe (dla kadej czstasci bezwzgtdne wartdci bieddéw poni-
zej 91%). Jedynie w odniesieniu do pierwszego obigkiuwaa st dla dwoch
czestasci blad powyzej 8%.
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Tabela 5. Cegstotliwosci wkasne rozwzanych uktadéwon, Hz (model Bernoulliego)
Table 5. Natural frequencies of the consideredesystn, Hz (thin ring solution)

Lp. ke, kp ks, n
N/m? N/m N/m 2 3 4 5 6 7 8

1405-18 | 6-1¢ | 235-16 | 11890| 16514| 21359| 26335| 31404 | 36552| 41774
17-16 6-1¢ | 264-16 | 11501| 15824| 20380| 25092| 29926| 34870| 39924
195-18 | 6-1¢ | 292-16 | 11183| 15322| 19709 24277| 29000| 33869 38888
244-18 | 6-1C | 309-16 | 10696| 14367| 18333| 22565| 27051 | 31792| 36802
301-10 | 6-1¢ | 314-16 | 9733 | 12889 16503| 20624 | 25275| 30483| 36275
323-18 | 6:1C | 228-16 | 8697 | 11289 14648| 18931| 24176| 30393| 37582

OO |W|IN|F-

Tabela 6. Bid czstaici en, % (poréwnanie rozwean z modeli Timoshenki z wynikami MES)
Table 6. Frequency errex, % (comparison of the thick ring solution with thE solutions)

Lp. ke, ko ks n
N/m? N/m N/m 2 3 4 5 6 7 8

15-10 6-16¢ | 17516 | 774 | -868 | —903 | —695 | —421| -134 15
17-168 6-10 13-16 674 | —782| 722 -449 13| 184 4
185-18 | 6-1¢ | 11216 | 627 | —-659| -513 -187 16 486 77
224-18 | 6-1¢ | 18-1G 651 | 684 -582 -302 014 23} 43
228-10 | 6-16 18-10 389 | -475| -217 075 284 408 45
223-18 | 6-1¢ | 16-1G 248 | -389| -131] 068 156 161. 11

olo|hlw|N|R
oy OT g1 O ®

W tabeli 7. zamieszczono wastd bledu czstasci wynikajgce z poréwnania
rezultatbw z modeli Bernoulliego ze stosownymi roganiami MES. W tym
przypadku zauwaa st gorsze dopasowanie modeli obiektéw nr 5 i 6. Wiydiik
obiektu nr 5 8 dopuszczalne (dla dwochestasci bezwzgédna warté¢ biedu
czestasci miesci sie w przedziale 8-9%). W przypadku obiektu nr 6 disech
czestasci obserwuje si blad (wart@¢ bezwzgédna) powyej 10%, a dla jednej
powyzej 9%, co nie jest do zaakceptowania.

Tabela 7. Bid czstaici en, % (poréwnanie rozwezan z modeli Bernoulliego z wynikami MES)
Table 7. Frequency errex, % (comparison of the thin ring solution with fRE solutions)

Lp. ke, ke ks n

N/m? N/m N/m 2 3 4 5 6 7 8
1 | 1405-18| 6-1¢ | 235-16 678 | -751| -667|, -373 -02) 33 683
2 17-10 6-16 | 264-16 657 | —797| -721 -418 05/ 314 679
3 195.18 | 6-16 | 292.16 676 | —772| —-684 -364 013 398 771
4 | 244.18 | 6-1G | 309-16 787 | —789| 757 -457 -084 301 676
5 301-106 | 6-1¢ | 314-16 769 | -885| -878| -554 | -13 327 792
6 | 323:-10 | 6-1C¢ | 228-16 | 362 | —145| -145| -102 -413 27 | 986
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Analizujagc otrzymane rezultaty, zauwa st zadowalaicg zgodndé¢ obu
modeli analitycznych z wynikami MES dla pierwszygikciu obiektéw. Biogc
pod uwag wpltyw glebokdsci pierscieni h w relacji do promieni linisrodkowej
R, mazna zauway¢, ze dla wartéci parametr/R ponizej 014 wys¢puje zado-
walajgca zgodné¢ obu modeli analitycznych z wynikami MES (obiekityIn5).

6. Weryfikacja doswiadczalna

Otrzymane w symulacji modele analityczne i numengckIES zweryfiko-
wano badaniami dwiadczalnymi.

Rys. 4. Badania dwiadczalne
Fig. 4. Experimental verification

Tabela 8. Wyniki badaeksperymentalnych
Table 8. Results of the experimental investigation

n
P 2 3 4 s | e | 7 | 8
Czestotliwosci wiasne rozwzanych obiektdwon, Hz (dane eksperymentalne)
1 11732 17215 22934 27451 31487 35206 39438
6 8660 129438 168025 206181 252119 295506 341%56
Btad czstdsci en, % (poréwnanie rozwiah z modeli Timoshenki z wynikami eksperymenty)
1 226 -529 -922 —728 —420 -084 052
6 -067 -199 067 296 159 176 132
Blad czstdsci en, % (poréwnanie rozwzan z modeli Bernoulliego z wynikami eksperymenty)
1 135 -407 —687 —407 -025 382 579
6 043 -1279 -1282 -818 -411 285 1003
Btad czstasci en, % (poréwnanie rozwzan MES z wynikami eksperymentu)
1 -509 371 -021 -035 002 051 —097
6 —-308 197 201 226 002 015 015
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Eksperyment wykonano na obiektach nr 1 i 6 (tabrys. 2.). Dane tech-
niczne materialu wykonanych prébek zawiera tabV hadaniach wykorzystano
system pomiarowy LMS, skiladay sk z mtotka modalnego PCB — model 08C03
ze stalow koncowka, czujnika przyspieszenia PCB — model 353B18, syste
archiwizacji danych LMS SCADA oraz modutu pomiar@geeSCM-V4E. Eks-
peryment zaplanowano i wykonano tak, aby wzbtidzidentyfikowa& czestcsci
wlasne i odpowiadage im formy wlasne drgegietnych w ptaszczinie. Badane
uktady przymocowano pgtzeniemsrubowym do obiektu o znacznej masie i wy-
miarach gabarytowych (rys. 4.) Kdy badany obiekt pobudzano uderzeniem
mitotkiem modalnym w ten sam punkt. Odpowiedktadu mierzono w 32 punk-
tach pomiarowych rowno rozmieszczonych na obwod¥igrtaici wzbudzonych
i zidentyfikowanych cgstotliwosci drgar wkasnych przedstawiono w tab. 8. War-
tosci te odniesiono do wynikéw wygenerowanych z modeialitycznych i nu-
merycznych MES badanych obiektow (tab. 1-5). W ligheokazano tate war-
tosci bledu czstasci (12), odnoszce s¢ do otrzymanych modeli analitycznych
i numerycznych obiektow. Jak naddo sk spodziewd, najgorsze rezultaty
uzyskano dla obiektu nr 6, poréwacjwyniki uzyskane z modelu Bernoulliego
(pierscien cienki) z wynikami badadoswiadczalnych.

a) b)

c)

Rys. 5. Postacie drgavtasnych odpowiadage czstagsciom: a)wz, b) ws, €) w4, d) ws, €) ws, ) w7
Fig. 5. Mode shapes related to the following fretpies: ayw2, b) s, ¢) ws, d) ws, €)ws, f) w7
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Rezultaty te & nie do zaakceptowania. Dla tego obiektu wspoicikynn
h/R = 018. Pozostatle wynikigszadowalace. Godny zauwzenia jest wysoki
poziom dopasowania wynikbw z modeli MES ukladéw réaultatow bada
doswiadczalnych (dwa ostatnie wiersze w tab. 8.). Wakeniej wspomniano,
wyniki z modeli MES wykorzystano jako dane refergne do dostrajania modeli
analitycznych badanych obiektéw. Na rysunku 5. paka sz& postaci drga
gietnych w ptaszczgnie, odnoszcych sé do pierwszych szeiu czstasci wia-
snych, wyznaczonych w eksperymencie pomiarowymodelu MES dla pierw-
szego obiektu. Zauwa st znaczne podobistwo ksztattowe odpowiadggych
sobie form wiasnych.

7. Uwagi i wnioski

W pracy rozwaano drgania gtne w ptaszczinie, uktadéw zawieragych
pierscien kotowy wspotpracujcy z tarca traktowan jako podiae spezyste. Za-
prezentowano modele analityczne drgdasnych pieicieni z warstw sprezysts,
opracowane na podstawie teorii g@eni grubych (Timoshenki) i cienkich (Ber-
noulliego). W réwnaniach stosowano trzyparametrowaglel warstwy sgeyste;.
Nastpnie oméwiono zaproponowane modele MES tego typaddky. Wyniki
rozwigzah MES wykorzystano do wyznaczenia wspoétczynnikéw etodnali-
tycznych omawianych uktadéw. Z analizy otrzymanyetultatéw wynikaze dla
wartasci wspotczynnikah/R < 014 oba zaproponowane modele analityczne wy-
kazup zadowalajca zgodnd¢ z wynikami z modeli MES. Otrzymane rozza-
nia analityczne i numeryczne zweryfikowano badanidodwiadczalnymi dla
dwdch reprezentatywnych obiektéw. Prezentowaneagypwyniki bada symu-
lacyjnych i déwiadczalnych potwierdzajcelowaé stosowania trzyparametro-
wego modelu warstwy sgtystej w modelach analitycznych. Ponadto warto zau-
wazy¢, ze dla uktadéw, w ktorych wspotczynnik h/R < 014,stgrczajce jest
stosowanie w symulacji drganodelu analitycznego piaienia cienkiego (Ber-
noulliego), ktéry charakteryzuje esznacznie prostgzformuly matematycza
w poréwnaniu z modelem pigienia grubego.
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IN-PLANE FLEXURAL VIBRATION OF WHEELS MODELLED
BY RING SYSTEMS WITH ELASTIC FOUNDATION

Summary

This paper deals with the in-plane flexural vibwatof wheels, modelled as circular ring sys-
tems with elastic foundation. Equations of motidualiscussed systems achieved on the basis of the
Bernoulli and Timoshenko theory are presented. ltiancequations the three-parameter Winkler
elastic layer is included. Then for each modelfteguency equation is derived and the equation of
normal modes is given. The main part of the papacerns the evaluation of the ring depth impact
on the results of analytical solutions, which web¢ained from the proposed analytical models. In
the tuning process, of the coefficients of anahftimodels, the results of solutions achieved from
finite element computations were used. Obtainedsition results were verified experimentally on
selected objects. The cases of ring systems fochwihiis preferred to use the proposed analytical
models were established.

Keywords: in-plane flexural vibration, Winkler elastic fourtda
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