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ZAGADNIENIE ZAKRZYWIONEJ
ANIZOTROPOWEJ ORAZ FUNKCJONALNIE
GRADOWANEJ POWLOKI PODDANEJ
DZIALANIU POLA TEMPERATURY

Praca dotyczy problematyki zakrzywionej powtoki weylanej z anizotropowego
materiatu o funkcyjnej gradacji. W rachunku wykastano koncepejtensora krzy-
wizny Riemanna-Christoffela wzbogaepa wptyw pola temperatury przez obec-
nos¢ tensora wiéciwosci termicznych. W ramach wykonanych obliazeznica
wektora poddanego koneksji afinicznej wzdtinfinitezymalnego czworaita
wyraza sk, zaleznie od drogi przéfia, sun zarébwno efektu geometrycznego, re-
prezentowanego tensorem krzywizny Riemanna-Chriséoffak réwnie efektu
termicznego wyrzonego przez symbol krzywizny termicznej.

Stowa kluczowe:materiat funkcjonalnie gradientowy, termospyrstas¢

1. Wprowadzenie

Budowana teoria stanowi podeie Riemanna Christoffela, opieseg¢ st na
0gOlnie rozumianym przesumtiu réwnolegtym wektora wzdiuinfinitezymal-
nego czworoita (por. [1]). Nowacia jest natomiast doszacowanie wptywu pola
temperatury, ktérego obeditoobjawia s w przyragcie wektora bazowego
wedtug wzoru:

de; = My dX +a/dT)e )

Oznacza toze lokalny reper przy przgiu do nieskaczenie bliskiego
punktu gsiedniego doznaje przyrostéw wektoréw bazowych wamz uwagi
na pierwotnie posiadarkrzywizrg, jak i jej modyfikacg zwiazary z obecnécia
wiasciwosci termicznych oraz pola temperatury. W rachuiikioznacza symbol
Christoffela drugiego rodzaju, natomiast stanowi tensor rozszerzakub ter-
micznej.

1 Autor do korespondencii/corresponding autidamian Szubartowski, Politechnika Krakowska,
al. Jana Pawta Il 37, 31-864 Krakow, tel.: (12) 3340, e-mail: damian.szubartowski@pk.gudiu.
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Przyrost kontrawariantnego wektora poddanego prégsu rownolegtemu
mozna wyrazé jako:

da =-4d (), dX +a! dT, 2

2. Koneksja afiniczna wektora kontrawariantnego
wzdhuz infinitezymalnego czworolkgta

Rozwamy nieskaczenie maty czworait ABCD rozpkty na zakrzywionej
powtoce zgodnie z rys. 1.

D=x+8x

C=x+dx+08x+ddx
B=x+dx

Rys. 1. Infinitezymalny czworak ABCD
Fig. 1. Infinitesimal quadrangle ABCD

Boki wielokata zostan oznaczone kolejno przez:

(A - B)=B=x+dx

(A -~ D)=D=x+d

(B- C)=C=x+k+d(x+ k) =x+ k+d+d

(D - C")= C" =x+8+d(x+8x)=x+ dk+x + b

jezeli: ddx = ddx (przestrzer Riemanowskg = C=C = C= x+ dx+d x+3 dx

(3)

Mozna dokoné przesunjcia rownolegtego wektora z punktu A przez B
do C oraz z punktu A przez D do C.Riéca wektorow przesuwanych rownolegle
wspomnianymi drogami stanowi pegvmiare krzywizny, zgodnie z nagbuja-
cym rachunkiem:
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Ok o ko T+, 45 % +1, A i+ O 'acb«s'x—rﬁ;wml a o'
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\oary ()
‘Zr'jk v + R =TT =Ry,
X

stanowi tensor krzywizny Riemana-Christoffela, naitst

al‘ﬁ_aqh ﬁ( (6)
T ox/ Mo

mozna interpretowajako symbol krzywizny termicznej.
W celu wyznaczenia pochodnej symbolu Christoffelagéego rodzaju po
temperaturze wykorzystujeggego zwizek z tensorem metrycznym, prezegtu;
nastpujace rozumowanie:
=gog = dg] =deo g+ €0 dje:
:(I'}kdxk +a!dT)q °g +(I‘}k dX +a dT) go €=
:(r:kgIJ +r'k a )d)&‘ +(q ) +q ) ) dT
%f—J %/—/

(7)
=99 9%
axk aT
ag; |
aTj = 2ai gl]

Dalej, postulujic na tensorze metrycznym spetnienie warunkéw Scrawvar
Z uwagi na zmiempix oraz T, otrzymuje si
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Ostatecznie:
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(10)

Transformacja symbolu krzywizny termicznej:

or'« k
Sjk :_“_aal +r’|G'k—r'k "0 aX ox™ aq %

aT ag0 "' "7 Toad ad ax
2l 2.,m
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Kilka ostatnich cztonow transformaciji nie znikazg@z co symbol nie trans-
formuje sé w petni, wykorzystujc tensorowe prawo transformacji.
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3. Podsumowanie

Wyznaczony symbol krzywizny termicznej obrazuje euycznie potwier-
dzom obecné¢ zakrzywienia funcjonalnie gradowanej powtoki podejadziata-
niu pola temperatury. Wspomniana problematyka fesizegolnie widoczna
w przypadku konstrukcji warstwowych z interfejsempkananym z materiatu
FGM (por. [2]). Podczas gdy warstwy zestizne r@énych materiatow uleggj
swobodnej deformacji termicznej, interfejs zaczgigazakrzywia, wprowadza-
jac tym samym obecré napezenia. Wida to wyraznie na rys. 2., ktéry obrazuje
deformacje trojwarstwowej struktury. Pierwsza waesistanowi materiat cera-
miczny, druga to interfejs wykonany z materialu FGMecia z& stanowi mate-
rial metaliczny. Z uwagi na strukifunkcjonalnie gradowanw obecnéci pola
temperatury zakrzywieniu ulega wg#nie interfejs. Dalej zestawiono przypadki
szczegoblne opisywanej teorii:

» powloka izotropowa

ol =ad = § =0dlakadegoi,jk=1,2,: (12)

z uwagi na brak funkcyjnej gradacji wszystkie skiad symbolu
krzywizny termicznej zgodnie z oczekiwaniami wynpgero,

» powloka pierwotnie niezakrzywiona

oa, 00q;
o=k 7T 13
T axt ax” (13)
symbol krzywizny termicznej zatg wytagcznie od pochodnych
czastkowych tensora rozszerza$eotermicznej,

» powloka pierwotnie niezakrzywiona, zdefiniowanasi@m®em rozszerzal-
nosci termicznej

oa
ap,(X°)  a,(x%) agg Si3= _ng
0(21(X3) Oy Oy |= oo (14)
Uz Ogp  Ogg| Sp=- ax132 =S3
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W tym przypadku z uwagi na brak pierwotnej krzymyizymbol krzywizny
termicznej jest zwaizany ré&niczkowo wyhcznie z tensorem rozszerzanoter-
micznej. Wczéniej pokazano wylcznie niezerowe skladowe.

L

SSiamman
5

i
Eo T
e

L

1481 AT R
188/ W NI TS W
THEE O

Rys. 2. Przykladowa deformacja intefejsu FGM
Fig. 2. Exemplary deformation of FGM interface
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PROBLEM OF CURVILINEAR ANISOTROPIC AND FUNCTIONALLY
GRADATED COATING SUBJECTED TO TEMPERATURE FIELD

Abstract

This work concerns the problem of a curvilineaglbmade of anisotropic material with func-
tional gradation. The calculus is based on the ephof the Riemann-Christoffel curvature tensor
enhanced by the influence of temperature fieldughathe presence of a thermal tensor. Calculations
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comprise estimation of the difference of a vectdijscted to the affine connection along the infin-
itesimal quadrangle expressed, correspondinglgecshifting path, by a sum of both the geometric
effect, represented by the Riemann-Christoffel cumeatensor, as well as certain symbol of the
thermal curvature.
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