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ROZWI AZANIE ZAGADNIENIA ODWROTNEGO
Z NUMERYCZNYM CALKOWANIEM SPLOTU

W pracy rozwizano zagadnienie odwrotne dla liniowego, niestamjoego row-
nania przewodnictwa ciepta w walcu. Rozradnie otrzymano z zastosowaniem
transformaty Laplace'a oraz przedstawiono w posfaloitu funkciji. W catkowaniu
splotu zastosowano parameéiroraz zbadano wplyw wado tego parametru na
wrazliwo$¢ rozwigzania zagadnienia odwrotnego. W badaniach wangbno
wplyw btedu zabudowy termoelementu oraz stochastycznegtulomiaru tem-
peratury na hid rozktadu temperatury na brzegu walca.

Stowa kluczowe:zagadnienie odwrotne, przewodnictwo cieplne,Aimms¢ roz-
wigzania

1. Wstep

Procesy nagrzewania elementéw maszyn, czy proobs§bki cieplnej
wymagaj realizacji pola temperatury spetreggo zadane kryteria. W celu ste-
rowania nagrzewaniem ciata bardzozna jest znajomi@ temperatury brzegu
obszaru. Pomiar temperatury brzegu nie zawszerjegdtwy do przeprowadze-
nia na przyktad w komorze spalania czy na powiarzeewrgtrznej korpusu
turbiny cieplnej. W szczegoldoi jest to trudne, j@ duzy udziat w procesie
nagrzewania ma promieniowanie (procesy obrobkileggp [16]. W takich
przypadkach temperatubrzegu meéna okreli¢ z rozwihzania zagadnienia od-
wrotnego w oparciu o pomiar temperatury w punktaebwretrznych ciata
umieszczonych blisko brzegu, na ktérym nie jeshyr@zebieg temperatury [3,
6, 14]. Niektére metody rozeazywania jednowymiarowego zagadnienia od-
wrotnego rozktadu pdél temperatury dla walca przegdgino w pracy [5], nato-
miast dla warstwy cylindrycznej w pracy [4]. Rozilyatemperatury w walcu z
uzyciem zagadnienia prostego i odwrotnego badano igiwra pomog funkcji
cieplnych [13]. Rozwjzanie zagadnienia odwrotnego w oparciu o transferma
Laplace’a przedstawiono w pracach [4, 5, 8-10].athgenie odwrotne dla réw-
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nania przewodnictwa ciepta rozgano przy #yciu metody sekwencyjnej, co
opisano w pracach [2, 15].

W pracy opisano rozwkanie zagadnienia prostego i odwrotnego dla nie-
stacjonarnego rownania przewodnictwa ciepta oraegralizowano wediwosé
otrzymanych wynikow na bly zabudowy termoelementu oraz stochastyczny
btad pomiaru temperatury. Znaczne koszty zabudowy uvietmoelementéw
wewnrgtrz obszaru walca skionity autoréw do przebadanidywu bledu zabu-
dowy pojedynczego termoelementu i stochastycznégitulpomiaru temperatu-
ry na stabilné¢ wyznaczenia pola temperatury w badanym obszarze.

2. Zagadnienie proste

Réwnanie liniowe niestacjonarnego przewodnictwaplaiadla symetrycz-
nego pola temperatury w walcu ama zapisé&w nas¢pujacej postaci [7]:
— rébwnanie raniczkowe

09 _0%9 109

or "oz Veog (V10N 70 ?
— warunek pocgkowy

4(&,1=0)=0 (2)

— warunek brzegowy

9(é=11)=9,(r) >0 (3)
— warunek ograniczoioi rozwigzania w punkcief =0

[9(£=0,7)| <o 4)

Zaleznadsci (1) — (4) przedstawiono w postaci bezwymiarowejwzgkdnie-
niem zalenosci [5]

T-T, __ At

’ r=——

T, pocr?

5:5,5: 5)

Do rozwizania zagadnienia (1) — (4) zastosowano przekertetd apla-
ce'a [7,11], warunki (2) - (4) [7,11,12], twierdZerBorela o splocie [11], twier-
dzenie o residuach [7], regutle L’Hospitala oraz wiasioi dla zmodyfikowa-
nych funkcji Bessela [7, 12]. Zatem symetryczneegeimperatury w walcu wy-
raza se w postaci splotu funkcji [9,10]:
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ﬁ(ar)zaﬂ(éjlj) [{1— ZiJoépn{)e-Pﬁf:l:6:9(;’=1,r)EW (£1)=

2J.(Py) or w
= 19({ = 1,T) {22%} = 19(5 = 1,2-) aﬂwa(f' T) (6)

Funkcja ﬂw(f,r) jest rozwjzaniem réwnania (1) z warunkiem patko-
wym (2) i stah temperatus na brzegus, (¢ =1,7) = 1 (warunek (3).5, =1).

3. Zagadnienie odwrotne

Poniewa nie zawsze jest mibiwe okreslenie temperatury na brzegu obsza-
ru, okrelenia temperatury brzegu rma dokona rozwiazujac zagadnienie od-
wrotne (brzegowe zagadnienie odwrotne). W tym oeliezy dokon& pomiaru
temperatury w punktach wewtnznych obszaru (rys. 1). W naghym kroku
poszukuje si wartasci funkciji 19(5 =1,r) z minimalizacji odlegtéci pomiedzy
temperatws wyrazong wzorem (6), a wartgia pomierzon dla kolejnych chwil
czasu . Termoelement umieszczony jest w odbegtg =r, —r” od brzegu wal-

O
ca, shd bezwymiarowa wspotegina £ = r.

Rys. 1. Rysunek przekroju poprzecznego walca z zaomgm
promieniem zewgtrznym (), punktem zabudowy termoele-
mentu (r, g) oraz doktadnizia umiejscowienia termoelementu
(r+dr', F =8r)

Fig. 1. Figure of a cylinder cross-section with theer radius
(rp), the point of thermocouple installation (r*, g)dathe accu-
racy of the thermocouple location (B¢, r* — 5r*).
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Rozwigzanie splotowe (dla pojedynczego termoelementu)mdigsca po-
miaru temperaturyr =r° (& = &) jest réwne wartéi zmierzonej, zatem dla
dwach kolejnych chwil czasg , 7,,, mamy:

T

8(&r)=[9(6=10)8,(¢ 7 ~u)du
; ()

Tisg

8(&01,)= [ 9'(6=20)8, (7. ~u)du

0

A

tg“-(é:*yf;‘ —T”) ----------------------- E—
&,A(f*,r —r,,)(-)+9“,(§*,r, —r”+1)(l—C-))

i
t*
Lgn' (5 ST — z-11+1)

v

(S T, —T

~.

n
Rys. 2. Aproksymacja funkc§i, funkcja schodkow

Fig. 2. Approximation of the functio®, by the staircase function

Poniewa funkcja ﬂW(ED,ri —u)>0 przeto dla uproszczenia catkowania

splotu funkcg &, przyblizono funkc schodkow [1] (rys. 2). Po przeksztatce-

niach opisanych w pracach [9, 10] otrzymano idtal uktad réwna z macierz
trojkatna:

a, 0 ... ... O0|lx B,
8, a, . : X2 B,
8y Ay, A5 . 1 QX =1B; (8)
L& & &5 ... &N B,
gdzie:

Qivgjer = [ﬂw (EDaTHl_ 7 )9 +J, (ED’THI_ Ti+l) (1_ G)):|(Ti+ 1- Ti) 9)
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Xw=9(&=1r,,)-9(6=1r),1=0,12,.. (10)
a, ={7'9w (ED’ T~ Tn)@+ Z9w (ED1Ti+l_ Tn+1)(1_ @) -

) (12)
_[ﬂw (ED’ T, - Tn)@+z9w ({D,ri - rn+1)(1— G))J}(Tml— Tn)
i=1,n=0,1,..ji-1
B, = 9(&hra)-9(0r) L i=01,.j-1 (12)

j _
L =T,

lub w zwartej formie (dla statego kroku czasowe§yp =7,,, — 7, )
[A(e,ﬂw (€).a r)]{)(} ={B(z9(5‘ ).A r)} (13)

Zatem jgli istnieje macierz odwrotnad ™", to

O =[ (o2, (¢).ar) {B(s (¢ ).a7) 0

4. Wrazliwosé rozwigzania zagadnienia odwrotnego na ety
pomiarowe

Kazde rownanie macierzowe postaBy = B mozna scharakteryzowaza
pomoa jego wraliwosci. Wrazliwos¢é rozwigzania opisuje wpltyw zaburzenia
danych definiujcych problem, tj. macierzy A i wektora B, na wa&te@ozwia-
zania y. W obiczeniach uwzgtiniono bid umiejscowienia termoelementu

(macierz A traktujemy jako niezaburzQn Zatazono, ze termoelement nie
O

znajdowa sie w punktach& =&+ 88", gdzie mezd—r. Pomiar temperatury
rZ

obarczony jest losowym ddem, ktory jest funk@j czasu, oznaczamy go

or" or"

- , . Na pod-
Tmax Tmax

stawie wzoréw (8) — (12) wyznaczono rozklad tempeyana brzegu walca przy
wysfgpieniu bbdu zabudowy termoelementu i stochastycznegdubpomiaru
temperatury.

5,9({*,ri). Funkcja ta przyjmuje warfoi d9(ED,ri)D<
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[A(G),z?w(f*),Ar)}{)(+ oy (oF ,69.7)} =

={B(z9(5*),r)+5|3(55* ,519,7')} (15)
Wowczas po odgiu (13) od (15) mamye

[A(e,ﬂw(f*),m)}{a)((df* 09.7)y ={oB (08 091} (16)

Zatem wektor rozktadu zaburzenia temperatury

{ox(az 09.1)} =[ A(0.9,(£) r)T{dB(J{* 69.7)) (17)
gdzie, na podstawie (12), mamy
o8, (0£°,09) =
(et ) v o9(ehr) - (9(e 2 00, )+ 09 (¢ )

Lin =T

_ﬂ(ED,TM)—ﬁ(ED,T]—)' j=0,1,...,i-1 (18)

T =T

5. Przyktad numeryczny

Przyktadowe obliczenia wykonano dla walca o prarier, = 50 mm,
wykonanego ze stali niskaglowej dla ktérej gstas¢ p = 7841 kg/m, cieplo
wlasciwe ¢ = 456 J/(kgK) oraz wspotczynnik przewodzenieptar = 50,3
W/(mK). Zalazono, dla przetestowania programig bezwymiarowy rozktad
temperatury na brzegu elementu wmay jest za pomacfunkcji wyktadniczej
f (r) =1-¢e*" gdzie,p jest wspotczynnikiem oketajacym tempo nagrzewania
i dla analizowanego przyktadu prztp p = 1,5. Przygte wartgci odpowiadaj
przebiegom nagrzewania elementéw w wielu procegszémystowych np. w
procesie azotowania, a czas nagrzewania brzegawaic680 s. Zatmno, ze
termoelement znajduje ¢si2 mm od brzegu walca, czyli na promieniu

r'=r,-2 mm= 48 mn(ED=O,96). Zalazono, ze dokladné¢ zabudowy
termoelementu wynosi +0,5 mm, a pomiar wykonywaest g dokladniia 2,2
°C. W analizowanym przyktadzie przyp wartdgci parametru catkowania splotu
©=0,5;: ©=0,51 0raz®=0,52.

Rozktady temperatury na brzegu elementu obliczoree pomog
zagadnienia prostego oraz zagadnienia odwrotnegezgkdnieniem losowego
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zaburzenia pomiaru temperatury przedstawiono nanis 3. Dla ©=0,5
réznica medzy zat@ong temperdura na brzegu oraz obliczegnza pomog
metody zagadnienia odwrotnegega ponad 12°C oraz wzrasta dla kolejnych
jednostek czasu (rys. 3 a).

Znaczny wzrost ldu rozwgzania mana zauway¢ juz po uptywie 23(
sekund od rozpoezia procesu nagrzewania.raz ze wzrosten® od wartdci
0,5 do 0,52 odchylenie waém obliczonych za pomac zagadnieni
odwrotnego od zalwmnej funkcji rozkladu temperatury na bgu walca
znacznie maleje (rys3). Przy jednoczesnym uwzghieniu bédu zabudow
termoelementu oraz stochastycznego zaburzenia porteanperatury rinica
pomiedzy obliczonymi, a zal@mnymi wart@ciami temperatury na brzegu mal

ze wzrostem@ od wartéci 0,5do 0,52 (rys. 45). Zatem odpowiedni dobdd
znacaco wptywa na wraiwos¢ rozwigzania
a) 600

500 Q‘%W

400

2,300 ¥

100 / —zp

+ zo ran

0 100 200 300 1] 400 500 ()60 700

Rys. 3. Rozklad temperatury b) o
brzegu walca obliczony
podstav_vie_ rozwizanic 600 P
zagadnienia  prostego  (z 500 >
zagadnienia  odwrotnego 00 e g
uwzglednieniem losoweg 2 W e
zaburzenia temperatury (zo_r = 300 i
dlap =1,5;t = 680 s;,r= 5C 200
mm, termoelemen 100 / —zp
umieszczonego g = 2 mm + zo_p_ran
gréigu)orazo asg = 0’5 b)® = ’ 0 100 200 300 Is] 400 i(;m 660 700

s c)® =0, Tt .
Fig. 3. Distribution of tempera-c) 600 5
ture on the edge of the cylin( 500 P e
calculated on the basis of solv-
ing the direct problem (zp), t 400
inverse problem with randc 2 300 #
disturbance of temperatt & /
(zo_ran) fo3 = 1.5; t =680 s;,r 200
= 50 mm, the thermocouj 100 / —zp
located g =2 mm from the edc + zo_rm
and for: a)® = 0.5, b)® = 0.51 0

0 100 200 300 400 500 600 700

and c)® = 0.52. Tt
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a) 700
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200 Rys. 4. Rozkiad temperatury
- / — brzegu walca obliczony
Loo - sopam podstawie rozwizanic
0 : — zagadnienia prostego (z
0 100 200 300 t1s] 400 500 600 700 Zagadnienia Odwrotnego
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potozenia termoelementu  (

200 oot | =17+ 5% i losoweg
400 zaburzenia temperatt
- (zo_p_ran) dig3 = 1,5; t = 68!

/' s; , = 50 mm, termoelemer

200 umieszczonego g = 2 mm
/ _ brzegu oraz ap = 0,5 b)® =

100 ® 1 0,51 ¢)®=0,52

+ zo_p_ran

0 " - 5 —  Fig. 4. Distribution of tempera-
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c) 600 : : calculated on the basis of solv-

‘ 3 ing the direct problem (zp), t

T[C]

s00 e e X% | inverse poblem with the errc
400 /M of the thermocouple location (

00 ’ r=r"+&" and randor

& / disturbance of temperatt

200 (zo_p_ran) fo} = 15; t = 68(

100 / —zp | s; =50 mm, the thermocou

+ zo_p_ran located g = 2 mm from the ec

0 - — . and for: a)® = 0.5, b)® = 0.51
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Maksymalny bdd uzyskanego rozwrania w znacznym stopniu zajeod
wartgsici ©. Dla ©<0,5 rozwigzanie jest niestabilne. Natomiast
0,5<0<1 réznica pomédzy temperatur na brzegu obliczca na podstawie
rozwigzania zagadnienia proge i odwrotnego wzrasta (ry$6) do 2,2°C.
Rozkiad temperatury na  brzegu przy uwdgieniu bédu zabudow
r =r“+Ar” najpierw maleje, a dl.©>0,8 wzrasta osigajac do 2,2°C. Przy
przesungciu termoelementu w kierunkuérodka walca dla wzrastgych
wartdsici © biad takze wzrasta do 3°C. Na rysunku 7 pokazano zatei¢
przedstawiajaz  maksymalne kldy rozwigzania podczas oblicze
uwzgkdniajacych stochastyczne zaburzenie pomiaru ternpgra przy
jednoczesnym uwzefinieniu bedu zabudowy. Wraz ze wzrostel® od
wartdsci 0,5 do 1 hid maleje od blisko 12°C do 6°C. Najszybszy spadek
wystepuje dla0,5<©< 0,51 (rys.7 c).
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a) 600
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Rys. 5. Rozkiad temperatury na brzegu walca obligzzenpodstawie rozwrania
zagadnienia prostego (zp), zagadnienia odwrotnegowzgkdnieniem b¢du

potozenia termoelementur = I’D—&D) i losowego zaburzenia temperatury
(zo_m_ran) dI =1,5; t = 680 s;,= 50 mm, termoelementu umieszczonego g = 2
mm od brzegu oraz & = 0,5 b)® = 0,51 c)® =0,5:

Fig. 5.Distribution of temperature on the edge of therwdir calculated on thea-

sis of solving the direct problem (zp), the invepeblem with the error of the

thermocouple location (= I‘D—5I’D) and random disturbance of temperature
(zo_m_ran) fo} = 15; t = 680 s;,= 50 mm, the thermocouple located g = 2 mm
from the edge and foa) ® = C.5, b)® = 0.51 and ¢p = 0.52
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Rys. 6. Maksymalna edica pomédzy rozkladem temperatury na brzegu walca obliczoa
podstawie rozwizania zagadnienia prostego (zp) i zagadnienia adego przy uwzgidnieniu
btedu potazenia termoelementu (zo_p, zo_m) § = 1,5; t = 680 s;,r= 50 mm, termoelementu
umieszczonego w odlegici g = 2 mm od brzegu ordla OD[O,S;];I (z lewej); OD[O,S; 0,6]
(po prawej)

Fig. 6. The maximum differendsetween thdistribution of temperature on the edge of thereyli

der calculated on the basis of solving the direobfem (ip) and the inverse problem with the
error of the thermocouple location (zo_p,zo_m)fer 1.5; t = 680 s; = 50 mm, the thermocou-

ple located g = 2 mm from the edge and @f] [0,5; :I] (left) OD[O,S; 0,6] (right)

Wrazliwo$¢ rozwigzania rownania macierzowei Ax = B na nieprecyzyj-

ne umieszczenie termoelemerfbdad zabudowy)i stochastyczny b pomiaru
temperatury w znacznym stopniu zaleod wartdéci ®. Przy wys¢powaniu
losowego hkjdu pomiaru temperatury dla®@=0,5 maksymalny kjd

wyznaczonej temperatury na brzegu elemeAT, . wyniést powyej 120°C,
natomiast dla®=0,52 AT _, =25°C.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono rozgzanie zagadnienia odwrotnego rowne
przewodnictwa ciepta dla geometrii cylindryczneaddno wptywparametru®
(w catkowaniu splotu) na #dice rozktadéw tempratury na brzegu wa
zalazonego w zagadnieniu prostym i obliczonego z zastasgem zagadnien|
odwrotnego. Analizowano rownie wplyw parametru catkowania® na
wrazliwos¢  otrzymywanych  wynikéw. Uwzgbnionc blagd zabudowy
termoelementu oraz stochastyczblad pomiaru temperatury w walcu. Na
podstwie przeprowadzonych badaynika, ze odpowiedni dobér warfoi ®
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podczas catkowania numerycznego powoduje uzyskapigvigzania stabo
wrazliwego na zaburzenia danyplomiarowych

a) 140 : : : : b) 140
120 ——zp-zo_rtan 120 R ——zp-Zo_1an
oo B —-zp-zo_p ran 100 Bomeooooetoremee —=—zp-zo_p_1an
—A—Zp-zo_m_ran ! —A—zp-zo_I_ran

| —B—zp-zo_p_ran

| —A—zp-zo_m _ran |

0.5 0502 0,504 0,506 0,508 0,51
e[

Rys. 7. Maksymalna #fiica pomedzy rozktadem temperatury na brzegu walca oblicaoma
podstawie rozwizania zagadnienia prostego (zp) i zagadnienia adego przy uwzgidnieniu
btedu potazenia termoelementu i losowegaburzenia temperatury (zo_p_ran, zo_m_ranpdi
1,5;t = 680 s;,r= 50 mm, termoelementu umieszczonego w odkegie = 2 mm od brzegu or:

a) ©0[0,5/1 b) ©0[0,5 0,6 c) ©0[0,5 0,5}

Fig. 7. The maximum differendeetween thdistribution of temperature on the edge of thereyli
der calculated on the basis of solving the direobfem (zp) and the inverse problem with
error of the thermocouple location and random distoce of temperaturzo_p_ran, zo_m_ran)
for B = 1.5; t = 680 s;,r= 50 mm, the thermocouple located g = 2 mm fromeatige anca)

©0[0,5 1 b) ©0[0,5 0,6 c) ©0[0,5 0,5]
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SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM WITH NUMERICAL
INTEGRATION OF CONVOLUTION

Summary

An inverse problem for the linear unsteady heatdemtion equation in a cylinder was
solved in this paper. The solution was obtainedgittie Laplace transform and was presented as a
convolution of functions. To integrate the convautthe paramete® was used. The influence of
the value of this parameter on the sensitivityhef $olution of inverse problem was examined. The
influence of the error of thermocouple installatiand the stochastic error of temperature mea-
surement on the error of temperature distributioriree cylinder edge was taken into account dur-
ing the tests.
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