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Piotr GIERLAK 1

ANALIZA KINEMATYKI MANIPULATORA
O PIECIU STOPNIACH SWOBODY

W artykule przestawiono anadikinematyki manipulatora o giiu stopniach swo-
body na przyktadzie jednostki kinematycznej robognipulacyjnego Scorbot-ER
4pc. Do opisu kinematyki uktadu zastosowano netdaenavita-Hartenberga.
Przyjgto schemat kinematyki manipulatora i podano paramepisupce uktad.
Zapisano odpowiednie macierze transformacji, kiagtosowano w dalszej anali-
zie. Wyznaczono jakobian analityczny manipulatorazgakobian geometryczny
w ciele i przeprowadzono anainsobliwdci. S to takie konfiguracje manipula-
tora, w ktérych wyznaczenie rozyiania zadania odwrotnego kinematyki jest
znacznie utrudnione, a przy zastosowaniu klasydzmygetod — niemdiwe. Dla-
tego znajom& konfiguracji osobliwych jest niezldlna w celu poprawnego pla-
nowania i generowania trajektorii manipulatora. Zapntowana metodyka jest
uniwersalna i mze by stosowana do analizy kinematyki manipulatoréw rejn
strukturze kinematycznejhzaprezentowana w niniejszej pracy.

Stowa kluczowe:jakobian, konfiguracje osobliwe, notacja Denavit@tenberga

1. Wprowadzenie

Analize kinematyki manipulatora przeprowadza si celu uzyskania opisu
wihasciwosci ruchowych uktadu, ktére magoy¢ wykorzystane w planowaniu
trajektorii ruchu oraz jej realizacji, czyli sterowaniu [1, 2haliza kinematyki
umazliwia réwniez okreslenie charakterystycznych dla danego manipulatora
tzw. jakobianéw, ktére stosujeesnp. do obliczenia wptywu sit i momentow
zewretrznych dziatajcych na kécoéwke manipulatora na sity i momenty
w przegubach. Jakobiany mpy¢ tez uzyte do uzyskania informacji o tzw.
konfiguracjach osobliwych, czyli ustawieniachdacha kinematycznego, kt6-
rych naley unika¢ na etapie planowania trajektorii, ze wgll na niejedno-
znaczne rozwgzania zadania odwrotnego kinematyki.

W artykule dokonano analizy kinematyki manipulatora robota Sc&RBot-
4pc. Jednostka kinematyczna robota to czteroczionowy manipulatagcion pi

1 Autor do korespondencji/corresponding author: PiBterlak, Politechnika Rzeszowska, al.
Powstacéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszow, tel.: (17) 865185@hail: pgierlak@prz.edu.pl
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stopniach swobody — z miwoscia jednoczesnego wykonywania obrotow
ostatniego cztonu wokot dwdch prostopadtych osi. Ramanipulatora o trzech
stopniach swobody ma strukgukinematyczn antropomorficza (stawowva) [3].
Na kaicu ramienia jest detzona tzw. ki¢ o dwdch stopniach swobody. For-
malnie wygodnie jest przy$, ze manipulator jest pcioczionowy, natomiast
czwarty czton manipulatora ma zerpdtugasé i mas.

2. Przeksztalcenia jednorodne

Do opisu kinematyki manipulatora zastosowano netaEjenavita-
-Hartenberga (D-H) [4-6]. Na schemacie kinematycznym (typ.przygtym
zgodnie z notagj wprowadzono lokalne uktady odniesienia zzgine z kolej-
nymi czionami i okrélono parametry kinematyczne charakteryzaj ukiad.
W notacji D-H wprowadza sitzw. macierz przeksztalcenia jednorodnego [4-6]

Al,, ktéra przeksztalca wspélne wybranego punktu z ukladetego do

(i — 1). Jest ona wynikiem czterech przeksztaigmdstawowych” [6], co zapi-
sano jako:

Al =Rot, ,Trans, jTrans, ,Rot ;=

X, ai
¢, -3 0 0[[1 00 0Of100a]fJO0 0 O
|ss & 0 00 1 0 0|0 10 0c, -s; 3
1o 0 10/001d| 001 0s, G )
0 0 01000 1000 0 0 O
G %G % § @
% @& ~@3 @a¢ (1)
0 Sai QDn CII
0 o0 0 1

gdzie:s; = sing;, ¢s = c0¥, S, = Sirp;, C,; = €Oy, Rot, 4, — macierz rotacji o
0; wokoét osiz, Trans, g — macierz translacji d; wzdtuz osi z, Trans, ,; — ma-
cierz translacji @ wzdtuz osix, Rot,,; — macierz rotacji o4t «; wokot osix.

Rotacje i translacje as rozumiane jako rotacje i translacje ukladu
i-tego wzgkdem { — 1). Ogniwoi-te tancucha kinematycznego jest charaktery-
zowane przez cztery paramety: — diuga¢ cztonu, o; — skecenie cztonu,

d — odsungcie przegubug, — kat obrotu przegubu. Parametry manipulatora
W ujeciu notacji D-H zestawiono w tab. 1.
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Rys. 1. Struktura kinematyczna manipulatora SceBRH#pc

Fi

g. 1. Kinematic structure of the Scorbot-ER 4pamnipulator

Tabela 1. Parametry kinematyczne manipulatora $¢&R 4pc
Table 1. Kinematics parameters of the Scorbot-ERmManipulator

Nr ogniwa 3 a; d; 0,
1 Iy /2 d; 0,
2 I, 0 0 0,
3 I3 0 0 03
4 0 /2 0 /240,
5 0 0 ds Os

Macierze przeksztatégednorodnych majnastpujace postacie:

[cosd, 0 sirg, |, coé,

Al = sing 0 —-co¥, |, sif,
0 0 1 0 d,
0 0 o0 1

[cosd, -sig, O I, coé,

AZ = singd, co¥, O |, sid,
! 0 0o 1 o0
0 0o 0 1

(2)

3)
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cosd, -—sing, 0 I, co8,
singd;, co¥; O |; sig,

Ad = 4
2 0 0 1 0 “)
0 o o0 1
[-sing, 0 cod,
cos4 0 sird
As=| " ) (5)

0 1 0 0
0 0 0 1

cosf, -sigg, 0 O
singd. co¥, 0 O
A= 7 ° (6)
0 0 1 d
0 0 0 1

Do wyznaczenia jakobianu analitycznego i geometrycznego potrzesina j
znajomd@¢ macierzy transformacji uktagetego do (— 1) [7]:

) j
T = I<_|A||§-1 (7)
=

a ogélna struktura macierZl; to:

Th = : - (8)

gdzie: R}, 00%*® — macierz rotacji uktadirtego wzgkdem { — 1), pl, 003
— wektor translacji uktadjstego wzgkdem ( — 1).

3. Jakobian analityczny

W wielu aspektach robotyki, takich jak modelowanie, planowanie ruchu
i sterowanie manipulatorem [2] stosuje &w. macierz jakobianoay nazywan
jakobianem (w robotyce nie utsamia st jej z wyznacznikiem macierzy jako-
bianowej, jak to ma miejsce w matematyce). W literatudefiziowano kilka
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rodzajéw jakobianow [6-8]. W tym rozdziale zostanie przedstawjakgbian
analityczny, natomiast w kolejnym — jakobian geometryczny w ciele.

Do wyznaczenia jakobianu analitycznego wykorzystujgzsi. funkcg ki-
nematyki, ktéra wynika ze zagzku pomedzy wspoétrzdnymi konfiguracyjnymi
(przegubowymi) a wspoteginymi zadaniowymi zwazanymi z przestrzegiro-
bocz (zadaniow). Wspo6trzdne zadaniowg mog by¢ wybrane np. tak, aby
okreslaty pozyck i orientacg koncOwki roboczej w przestrzeni zadaniowej
w funkcji wspétrzdnych konfiguracyjnych:

y =k(q)oO" €)

gdzie:k(q) — tzw. funkcja kinematykig " — wektor wspotrzdnych konfi-

guracyjnychn — wymiar przestrzeni konfiguracyjnej manipulataras- wymiar
przestrzeni zadaniowej manipulatora.

Wybér wspétrednych zadaniowychy do reprezentacji kinematyki ma
istotny wptyw na ztaoncs¢ reprezentacji kinematyki [7].

Zaleznos¢ pomkdzy prdkosciami przegubowymi i mdkosciami w prze-
strzeni zadaniowej jest oldtena za pomag jakobianu analitycznego, co zapi-
sano nasgpujaco:

ok
y =3%(a)a, Ja(q)=%mm""“ (10)

gdzie: qUO" — wektor pedkoici przegubowych,y OO™ — prdkos¢ we
wspotrzdnych zadaniowych)(q) — macierz jakobianowa reprezentaciji kine-
matyki manipulatora we wspokdnych, nazywana jakobianem analitycznym
manipulatora.

Do wyznaczenia jakobianu analitycznego zastosowano jedervlzvyah
sposobdw, przedstawiony m.in. w pracach [6, 7]. Jakobian analityczny

a

n-cztonowego manipulatora sktadag gikolumnJy, i =1, 2,...,n, czyli:
F(a)=3 . I . 97 (11)
gdzie kolumi J? okresla sk jako:
Ri-l X n__ i-1
‘]ia:[ 0 3ol -(po Po )] (12)
Rl-l
0 3kol

w przypadku gdy przeguhty jest obrotowy lub
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(13)

J a— Ri0_13kol
' 0

w przypadku gdy przeguhty jest pryzmatyczny.

Elementy wzoréw (12) i (13) wyznacza Sia podstawie macierzy trans-
formacji (8). SymbolenR;',., 0znaczono trzegikolumrg macierzy rotacji.

W przypadku rozwzanego manipulatora przyp 6-wymiarows przestrzé
zadaniow, w ktorej wspotrzdney = [y1 ¥ Vs Va Vs Yol Opisup pozycg (trzy
pierwsze elementy) i orientacj(trzy ostatnie elementy) kodwki roboczej
wzgledem osi uktadu bazowego. Ze wagjl na specyficzny sposob pomiaru
katow obrotu cztonéw manipulatora robota Scorbot-ER 4pc giazyjowy wek-
tor wspotrzdnych konfiguracyjnych:

ql [ & ]
0z 6,
q=|%|= 6,+6; (14)
a | 6,160,186,
%] L &

Specyfika pomiaru d¢éw obrotu cztonu 3. i 4. polega na tyi, katy obro-
tu tych czlonéw nie sodmierzane wzghlem osix; czitonéw poprzedzagych,
lecz wzgktdem poziomej ptaszczyznyy, uktadu bazowego. Jakobian anali-
tyczny wyprowadzony z zastosowaniem zat#ci (8) oraz (11)-(13) we wspot-
rzgdnychg, ma posté&

—(LH g HeHde)s, 5L —1sL —dss,e 0
(hHeHetde)e, —Iss, —1ss - dss,g O
3% (q) = 0 1,C, I£3 de, 0 |4y
0 0 0 S GG |AX
0 0 0 -G c,S
i 1 0 0 0 s |
(15)

gdzie:s = sing;, ¢ = CO%).

Jakobian analityczny®(q) znajduje zastosowanie w praktycznych aplika-
cjach do obliczania wptywu sit i momentéw wgstijacych w kaicowce mani-
pulatora, okrdonych w uktadzie globalnym, na momenty w przegubackii Je
sity i momenty § mierzone za pomacczujnika umieszczonego w hkoowce
manipulatora, to & one wyraone w lokalnym uktadzie czujnika. Woéwczas,
w celu przeliczenia sit i momentéw z miejsca pomiaru doguizéw manipula-
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tora, redukuje si zmierzony wektor sit i momentéw do uktadu nk@wki

i wyraza sk go w ukladzie globalnym, a naphie stosuje sijakobian anali-
tyczny. Innym rozwjzaniem jest zastosowanie jakobianu geometrycznego
w ciele.

4. Jakobian geometryczny w ciele

W celu poprawnego obliczenia wptywu sit i momentow wgraych np.
w uktadzie czujnika sity umieszczonego wakéwce na sity i momenty w prze-
gubach manipulatora moa okrgli¢ jakobian geometryczny w uktadzie ciata
J°(q), zwany krétko jakobianem geometrycznym w ciele [7].

Mozliwy sposéb wyznaczania jakobianu geometrycznego w ciele manipula-
toran-cztonowego przedstawiono w pracy [7]. Jakobian taki skiada leblumn

J,i=1,2,...n, czyli
Pa)=[ap .. I I (16)

gdzie kolume J° definiuje sk nastpujaco:

Jb = [Rin'ﬂakm XRp%
| I:Rin'-{:|3kol

w przypadku gdy przeguhty jest obrotowy lub

= {[R;q]m] 18)

0

17)

w przypadku gdy przegukty jest pryzmatyczny.

Jakobian geometryczny w ciele wyprowadzony z zastosowaniewmaaie
(8) oraz (16)-(18) we wspokdnychg ma posté

—(HeHede)ss 12,85 1585 dgs O
_(|1+|2Cz+|§3+d5c4)05 “1£,85 —15,85 ~dss 0
0 1, 1.5 0 o0
Jb — 2242 43 19
(q) C,Cs 0 0 s O (19)
—C,S 0 0 g O
s, 0 0 0o 1

gdzie: §=sin(q - q ), ¢;=cos@ - q ).



498 P. Gierlak

5. Konfiguracje osobliwe

W zagadnieniach planowania trajektorii ruchu manipulatoranigtotza-
gadnieniem jest wyznaczenie konfiguracji osobliwych [3, 7, 9]. Xtpcanego
punktu widzenia wyspowanie takich konfiguracji znacznie utrudnia rogyk
wanie zadania odwrotnego kinematyki, gdpnieczne jest wéwczas stosowanie
ztozonych metod matematycznych. W celu wyznaczenia konfiguracjiliosob
wych dokonuje si analizy jakobianu, przy czym analizojjakobian analitycz-
ny, mazna wyznacz§ konfiguracje osobliwe manipulatora, natomiast anajzu;j
jakobian geometryczny, mna wyznaczy rowniez osobliwgci reprezentacji
kinematyki [7]. Jéli liczba stopni swobody manipulatora jest mniejszavay-
miar przestrzeni zadaniowej — tak jest w przypadku reanago manipulatora,
to zgodnie z teogiwszystkie jego konfiguracje ®sobliwe.

Gdyby jakobian byt macieszkwadratow, wystarczytoby oblicz§ jego
wyznacznik i wyznaczy zbiér konfiguracji osobliwych, przyrowmg wy-
znacznik jakobianu do zera. Przedstawione jakobiany manipulatoisa nia-
cierzami kwadratowymi, dlatego w celu wyznaczenia konfigurasfibliwych
okresla sk zestaw minorow stopnia 5. 2@ego jakobianu i poszukujegskonfi-
guracji, w ktérych bda one réwne zeru. Zestaw minoréw stopnia 5. jakobianu
analitycznego to:

—11,(1,+ ,co® ,+ ycoq ;+d ; cos ) sifu,~q,) cap,
_|2|3(|1+| 2CO8| ,+ ;coq ;+d CO}M) S S(rq 9 ) sip,,
|2|3(|1+| ,COS| ,+ ;cog ;+d ¢ Ca‘h) Cap, 5([1 3 OI;) s,

D: = 20
5 . (20)

l,l3co8,; Si'(qs_qz) cos,
1) 3sinq; sin(a,-q,) cos,

z czego wynikaze zbior konfiguracji osobliwych jest naptijacy:
T
a= (% % & o o) OO0°
S=1lsing, =00 coxy = @ sifg- )= @ simy,= (21)
Ocosq, = 001, +1, cog,+1, cog,+d, cap,= |C

Zestaw minorow stopnia 5. jakobianu geometrycznego w ciele to:
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0
—1l5(I,+ ,co8 ,+ jcog ;+d 5 cog,) sy q) s
51, + ,com ,+ ;008 5*+d 5 cog ) sifu ) caps
0
-1l 3sin(q5-q,) coxy, cos)
1 3sin(q5-q,) cos, sirgs

O
ao
1

(22)

Wynika z niego zbiér konfiguracji osobliwych:

Cla=(a @ @ g @) O0°
S =1[sin(g; — @,) = 00 cosy, = @ sing= 0 (23)
Ocosg, = 01, +1, cosg,+1; cog,+d cap,= |(

Zera w zestawach minoréw (20) i (22) potwierdzakt, ze rozpatrywany
manipulator formalnie zawsze jest w konfiguracji osobliwe;j.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona analiza kinematyki manipulatoraimia zaplanowanie
trajektorii we wspotrzdnych konfiguracyjnych, ktéraeldzie nastpnie realizo-
wana przez uktad sterowania robota. W tym celuzyalezwiaza¢ zadanie od-
wrotne kinematyki przy narzuconych zmianach pozycji i(lub) orgnteon-
cowki roboczej manipulatora. Do tego celuzma zastosowaréwnania kine-
matyki (10), z ktorych nafy wyznaczy wektor pedkosci przegubowych,
a nastpnie, przez catkowanie, wektor wsp@iinych przegubowych. Poniewa
n < m, czyli wymiar przestrzeni konfiguracyjnej jest mniejszy wymiar prze-
strzeni zadaniowej, nie jest uliove oshgniecie przez kacowke robocz do-
wolnego punktu przestrzeni zadaniowej z dowabnientacy. Przeprowadzona
analiza osobliwéci stanowi wskazanie, jak nale planow& zmiany pozycji
i orientacji koicOwki roboczej, aby manipulator nie ggat konfiguracji osobli-
wych.

Znajomda¢ jakobiandw manipulatora jest szczegolnie potrzebna w zagad-
nieniach sterowania ruchem robota, z uwdgleniem interakcji z otoczeniem.
Jest to sytuacja typowa m.in. dlangch zada montaowych oraz w przypadku
zrobotyzowanej obrébki mechanicznej. W takim przypadku sity i moniatey
rakcji powinny by mierzone przyktadowo przez czujnik umieszczony
w koncowce roboczej, a znajosiojakobianéw pozwala na obliczenie wptywu
sit interakcji na sity i momenty w przegubach manipulatoez armaliwia po-
prawne sterowanie robotem.
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ANALYSIS OF THE KINEMATICS OF THE 5DOF MANIPULATOR

Summary

In the paper the kinematics analysis of 5 degrédseedom manipulator is presented. The
analysis was realised for the Scorbot-ER 4pc rcebmtnipulator. To describe the kinematics of
the manipulator the Denavit-Hartenberg notationsed. The kinematics scheme and parameters
of the manipulator as well as appropriate transédion matrices, that were used in the further
analysis, are given. The analytical Jacobian ofttlaeipulator and the geometrical Jacobian in the
body are determined and the analysis of singutari realised. In singular manipulator’s configu-
rations the solution of the inverse kinematics pepbis very difficult, and using classical methods
— impossible. Therefore, knowledge of the singwanfigurations is necessary for the proper
planning and generating the trajectory of the malajor. The presented methodology is universal
and can be used to analyze the kinematics of mkatgra with a other kinematic structure that is
not presented in this paper.
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