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ZASTOSOWANIE BEZPO SREDNIEJ METODY
TREFFTZA-KUPRADZE W ZAGADNIENIU
HIERARCHICZNEGO SZACOWANIA MACIERZY
POJEMNOSCI

Artykut prezentuje algorytm hierarchicznego szacoagojemnéci resztkowych
dla planarnych uktadéwciezek przewodzcych. W pracy wykorzystano bezpo-
srednia metod brzegow Trefftza-Kupradze. Wyprowadzona g odwrotnego
sformutowania wariacyjnego co ugiwito jej wspoélny opis (dyskretyzacja brze-
gu, interpolacja funkcji pola i strumienia, tworkenréwna catkowo-
brzegowych), a tale poréwnanie z powszechnigywam metod, elementéw
brzegowych. Rozwznia ograniczono do zagadfidwuwymiarowych, a geome-
tria badanych struktur jest dyskretyzowana przy @oyrhierarchicznego podziatu
binarnego. Dla kalego z podobszarowsti, przy wykorzystaniu wybranej meto-
dy, tworzone s rownania catkowo-brzegowe dla réwnania Laplace’&térych
uzyskuje st tzw. macierze pojemnoi brzegowych. W procesie hierarchicznego
przechodzenia w gérbinarnego drzewa podziatycky si macierze pojemrigi
brzegowych dla coraz to giszych obszaréw,zado obszaru-korzenia odpowiada-
jacego pojedynczej warstwie dielektryka, a ppste catej struktury. &czenie to
przeprowadza giprzy pomocy dopetnienia Schura. Przeksztalcentatesznej
macierzy pojemn&ei brzegowych pozwala uzyskanacierz pojemnii wzajem-
nych ukfadu przewodnikéw. Binarny podziat rozaaych geometrii umdiwia
stworzenie biblioteki macierzy pojemiod brzegowych i wykorzystanie zapami
tanych elementéw w razie ich ponownego wpi&nia w strukturze w celu przy-
spieszenia dziatania algorytmu. Przy pomocy stwoego algorytmu eksperymen-
talnie przebadano wptyw odleglm odsung¢tych weztow kolokacji (charaktery-
stycznych dla metody Trefftza-Kupradze) na uzyskigveezultaty, w wyniku cze-
go ustalono quasi-optymalmvartas¢ wykorzystywam na dalszym etapie oblicze
Otrzymane wyniki odniesiono do rozwen analitycznych oraz rezultatéw obli-
czei programu Linpar (metoda momentow).

Stowa kluczowe:pojemndci pasaytnicze, bezp&rednie metody brzegowe, me-
toda elementéw brzegowych, uktaghiezek planarnych

! Mariusz Borkowski, Politechnika Rzeszowska, Pracawkkustyki, al. Powstacéw Warszawy
12, 35-959 Rzeszow, +48 17 865 1074, marbor@prakdu.
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1. Wprowadzenie

Szacowanie parametrow elementow resztkowych w phgoh strukturach
mikroelektronicznych dla vinych uktadéw i konfiguracji struktur przewagdz
cych jest zagadnieniem rozaemym w literaturze naukowej zuod wielu lat
[4,13,19]. Niezerowe warfai parametrow elementéw resztkowych w uktadach
sciezek 4 przyczyry szeregu problemow przy transmisji sygnatow elelary
nych szybkozmiennych i o dych cz:stotliwosciach. Najwekszy problem tech-
niczny oszacowania parametrow elementow resztkowyelystpuje
w przypadku resztkowych pojenmsud. Trudndci te wynikap z niejednorodno-
sci elektromagnetycznej struktury planarnej uwarwnkoej obecngria podiaza
dielektrycznego.

Rozwiazanie analityczne rozpatrywanego zagadnienia jegliwe jedynie
dla szczegolnych, prostych konfiguracii, dlategb wewigkszaci przypadkow
stosuje si metody numeryczne ([15,23]), w tym corazddej metody brzego-
we (MB). Stosowane techniki brzegowe to gtéwnie @im metody elementow
brzegowych (MEB) w postaci tak fredniej jak i bezpgedniej [7].

Pionierskim zastosowaniem beZpadniej odmiany MEB do szacowania
pojemndci resztkowych byto [11]. Pomyst ten byt ngstie kontynuowany, co
doprowadzito do powstania szeregu metod opartychhewpdredniej MEB
[2,3,9,12,22].

Z przeghdu literatury, dokonanego przez autora, wynika imsdist,ze brak
jest prac wykorzystagych brzegowe metody Trefftza (MT). Ich przewagd na
najpopularniejsz MEB przejawia si w braku osobliwéci rowna catkowo-
brzegowych, co skutkuje prosisinplementacj oraz mniejszymi kidami sza-
cowania catek. Metody te zostaty omowione bardgzegzegdtowo m.in. w pra-
cach [6,8,16,18], a jedrz nich jest metoda Trefftza-Kupradze w wersji lzezp
sredniej [1,14,20].

Celem artykutu jest prezentacja stworzonego algaunyhierarchicznego
szacowania pojemioi opartego na bezpeedniej metodzie Trefftza-Kupradze
oraz zbadanie wplywu parametréw tej metody na pedst poréwnania wyni-
kow otrzymanych omawianmetod, z rozwhzaniami analitycznymi, rezultata-
mi uzyskanymi przy pomocy MEB oraz aplikacji Linga0].

2. Sformutowanie problemu

Dla uktaduN, > 2 przewodnikow tadunelQ,, zgromadzony nan-tym
przewodniku wyraa st rownaniem:

Nn
Q.=>.C,u, m=12,..,N, (1)
n=1
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gdzie u, — napgcie n-tego przewodnika wzgtlem masy ukfaduC.,, (mzn) —
pojemnd@¢ wzajemna przewodnikartego wzgkdemn-tego, C,m — pojemnéé
wiasna.

Dla N, przewodnikéw rownanie nioa zapisé& macierzowo:

Q=Cu (2)

przy czymC = [Cmn]Nann cu=[u,.uy 1T, Q=[Q,.., Q1.

Macierz C nazywana jest w literaturze uogolngomacierz pojemndci [21]
(GCM - generalized capacitance matrix). Jest onadkatowa i symetryczna
wzgledem przektnej gtownej.

Rozwaajac rzeczywisty uktadciezek (Rys. 1) obliczenie GCM kompliku-
je fakt wystpowania strefowych niejednorodiod materiatowych obszaru za-
gadnienia, co rodzi konieczfio uwzgkdnienia zjawisk zwjzanych
Z zachowaniem sipola elektrycznego na granicyrodkéw. W przypadku me-
tod brzegowych, w takich sytuacjach obszar dzielins podobszarg®, jedno-
rodne materiatowo.

e R

Rys. 1. Zagadnienie Laplace’a dla planarnej koméigjisciezek przewodacych w strukturze
trojwarstwowej

Fig. 1. Laplace boundary value problem for plar@rduicting paths placed in multilayer structure

Dla kazdego podobszaru tworzyesiOwnania catkowo-brzegowe. Na granicy
podobszaréw naly uwzgkdni¢c warunki cagtosci, a uktady rowna, opisupce
poszczegodlne podobszary se soh taczone i powstaje jeden globalny ukiad
réwnar. W ten sposob problem wyznaczania pojefshoesztkowych mgzna
rozpatrywa jako zagadnienie pola elektrostatycznego w obszpozbawionym
tadunkow. Ten typ zjawisk opisywany jest rownanieaplace'a dla zagadrie
wewretrznych, ktéry mana zdefiniowa nastpujaco

0%u . 0%u
EkD2u=£k(y +a—y2J=0 (3)

u=T nal (4)

u
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—@——nar ®)
=5 Y a

£aqa + gbqb = 0’ ua = LIb na I_i (6)

gdzie,g, to stala dielektryczna charakteryzua danyk—ty dielektryk,

u, g — szukane wartci odpowiednio potencjatu i jego pochodnej normpimee
brzegu,I', to czsci brzegu z okrdonym potencjatem (przewodniki); — brzeg
bedacy grania pomidzy dwoma gsiadupcymi ze sob obszarami o indeksach
aib,I'y — zewrtrzny brzeg struktury z natonym jednorodnym warunkiem
Neumanna.

3. Bezpdrednie metody brzegowe

Wstawiapc do rdwnania (3) rozwkanie przybltoneu, otrzyma st residu-
um. Przemngenie przez funkej wagows w i scatkowanie po obszarZe da w
rezultacie sformutowanie wariacyjne zagadnienissydanego. Dwukrotne za-
stosowanie twierdzenia Greena oraz uwaglenie warunkéw brzegowych po-
zwoli na otrzymanie odwrotnego sformutowania wayjaego

juD wdQ — ju dr+j —Wdl' 0 (7)

Wz6r ten jest wzorem wigiowym do bezpgrednich MB. Aby z rownania (7)
otrzym& rownanie catkowo-brzegowe wymagane jest pozbygieperwszej
catki. Mozna tego dokonapoprzez odpowiedni wybér funkciji wagowej. Wybor
ten determinuje jednocagie wersg bezpdredniej MB.

Uzycie rozwhzania podstawowegB*, ktore dla dwuwymiarowego zagad-
nienia Laplace’a wynosi

G'(r,r,) ==In(r —r,)/(2m) (8)

pozwoli na opisanie potencjatu pola w dowolnym mialopisanym wektorem
wodzcym r, jako wptywu potencjatow warstw pojedynczej i pogme) roz-
mieszczonych na brzedur) (gdzier to wektor wodzacy punktu lgacego na
brzegu):

cu(r,) = —j dI' +j —G* dr (9)
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W zaleznosci od pot@enia rozwaanego punktu wspotczynnil, = c,(r,)
przyjmuje wartdci:

1 -r,0Q
c,(r,)={B8/(m - r,Or (10)
0 «r,00Q

gdziep — kat ptaski, pod jakim z punktr, wida¢ lokalnie obszaf2.
Przyjmupc, ze zrédta rozmieszczonegsna brzegul' wzor (9) stanowi punkt
wyjscia do standardowej bezpedniej MEB.

3.1. Bezpdrednia metoda Trefftza-Kupradze (MTK)

W [17] Kupradze w celu unikacia osobliwgci w rozwigzaniu pdredni
MEB umiegicit zrodta na pomocniczym brzeguzigym na zewsgtrz obszaru
zagadnienia. Wzorag sk na tym pomyle i stosujc go w odwrotnym sformu-
towaniu wariacyjnym mgna uzyské kolejma metod bezpdrednn, znam w
literaturze pod wieloma nazwami (regularna béppinia MEB, metoda roz-
wiazan podstawowych, bezgrednia metoda Trefftza-Kupradze).

W tym celu zaktada gj ze punkty kolokacjrr, leza poza obszarerf. Po-
niewaz dla takich punktow wspotczynnik, = 0 rownanie (9) upraszczaggilo:

—j dr +j —G* dr =0 (11)

Metoda ta unika osoblivéci, ktére @ charakterystyczne dla standardowej
MEB, jednak wprowadza dodatkowy parametr, ktéry &g ustalenia. Jest
nim potazenie brzegu pomocniczego (w przypadku wersjr@aniej), lub punk-
téw kolokacji (dla bezpaedniej MTK). Znaczenie ma ksztatt i odlegtopo-
mocniczego konturu od rzeczywistego brz&éguV algorytmie opisywanym w
tej pracy, rozwzania ograniczono do zatenia,ze punkty kolokacji 8 odsuwa-
ne odI' o jednakow (dla kazdego podobszaru) odlegtol wzdiuz wektora
normalnego w miejscach paenia weziéw kolokacji, a ich ilé¢ jest réwna
ilosci weztéw kolokacji. Tak wec, parametrem, ktérychizie miat wpltyw na
wyniki obliczen, bedzie 4, a ustalenie jego wdaiwej wartdgci bedzie gtdéwnym
celem dalszych rozwan.

3.2. Dyskretyzacja brzegu i oraz macierzowa poséaéwnan catkowo-
brzegowych

Obliczenie catek w (9) czy (11) wymaga podziatuelgzl’ naN; elemen-
téw brzegowych.
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r=U,r i=12...N, (12)

Kazdy element brzegowy jest opisywany wektorem vaggim potazenia punktu
r(&) =[x, y(&)], zalenego od parametrii= [-1,1]. Geomets elementu ma-
na wtedy wyrazi przy pomocy stosownych funkcji interpaajych np. wielo-
mianéw Serendipa:

"O=x W S(&) (13)

gdzie & — wspohrzdna unormowana z przedziajdl,1], Sk‘ — k-ty wielomian

interpolacyjny (funkcja ksztattu) riatym elemenciex, , y; — wspétrzdnek-
tego wezta geometrii ng-tym elemencie. Brak gornego indeksu przy znaku
sumy podkréla to, ze w ogéindci rézne elementy brzegowe moppyé aprok-
symowane wielomianami zdych stopni.

W zwiazku z dyskretyzagjbrzegul'(r(¢&)), funkcjeu = u(r) i g = q(r) row-
niez wyrazone zostagpw funkcji parametru na kadymI'j-tym elemencie brze-
gowym. Analogicznie do (13) ke funkcje opisan nalj-tym elemencie mma
wyrazi¢ jako

O&)=3 WEHE) (14)

gdzie za [ )nalezy podstawd wymagany symbol funkciji.

W celu uproszczenia postaci dalszych wzoréw, wpoavaa zostanie
transformacja przeksztalaap lokalm numeracj weztow interpolacji w nume-
racg globalra. Polega ona na przydzieleniuzkamu k-temu wezlowi j-tego
elementu brzegowego kolejnej liczby naturalnej

Oy = (O, (15)

Uwzgledniajac t¢ transformagj, wzor (14) mana zapisé jako

(= z oS (16)

gdzie N, to ilos¢ wszystkich wztow interpolacji. W kolejnych wzorachetizie
stosowana numeracja globalna.
Powyzsze zalenosci pozwalaj zapis& rownanie (11) macierzowo

Hu =Gq a7
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gdzieu =[u,U,,... uNV]T q=[q1,q2,---,qNV]T1

0G*
= J&(@Mdr(r(f)), G,y = [S,(E)G* (r(&),r,)dr (r(£))

Nalezy zwrécic uwag:, ze W zwhzku z przeprowadzandyskretyzagj
brzegu, dla kadej wartdci H,, i G,, odpowiadajce jej catki po brzeguaszawe-
zone jedynie do elementu, na ktorym ckoea jest adekwatna-ta funkcja
ksztalttu. Ostatecznie

Cgu=q (18)

gdzieCs = G*H . Powstata w ten spos6b maci€z wyraza zalenosé skia-
dowej normalnej strumienia potpod potencjatw w poszczegdlnych gztach
na brzegu obszaru.

W pewnych szczegoélnych przypadka€lz jest réwnowana GCM. W
0goInaici, Cg bedzie nazywana maciegpojemndci brzegowych (BCM — Bo-
undary Capacitance Matrix). Otrzymanie z niej GCMadu sciezek kedzie
wymagato dodatkowych przeksztatce

4. Hierarchiczny podziat binarny

W niniejszej pracy, w celu zekszenia precyzji oblicze zdecydowano si
na podziat kadej warstwy dielektrycznej na podobszary. Mata@astosowan
do automatycznej generacji siatki obszaru jest deetderarchicznego podziatu
binarnego. Dyskretyzacja tego rodzaju ufivoia zagzszczenie siatki w rejonach
przewodnikéw, a to z kolei, pozwala na kongrdbktadndci rozwiazania, przy
zachowaniu niewielkiej imorodndci typow podobszaréw.

Zakfadajc, ze drzewo binarne odpowiadag podziatowi obszaru musi dy
zrownowaone (Rys. 2), okae sk, ze obszary-licie wystpujace w kadej war-
stwie dielektrycznej éda w wickszdici elementami nalacymi do ograniczone-
go zbioru elementow (Rys. 3). Daje to #iwos¢ konstrukcji biblioteki BCM
dla tych elementarnych obszaréw.

Poniewa w przewaajacej wickszaci, obszarami tworgymi siatle obsza-
ru beda te oznaczone na Rys. 3 liczbami 0, 1, 2, 4, &mapw celach optymali-
zacyjnych ogranicaywielkos$¢ biblioteki do tych wtanie elementéw. Dla pozo-
statych obszaréw wymaganedzie kadorazowe obliczanie ich BCM.

W przypadku algorytmu przedstawianego w tej prablidieczne BCM nie
wymagaj parametryzowania tak jak w [9], a w zwku z tym i dodatkowych
obliczea przed wiczeniem ich do macierzy rozaziania.
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Rys. 2. Hierarchiczny podziat binarny przyktadoWeii planarnej o dwdclciezkach przewodg
cych, z zaznaczonymi typami podobszaréw: pétnoctiyjnwschodnim (E) i zachodnim (W)

Fig. 2. Hierarchical binary domain decomposition fimodel of planar transmission line with two
conductors (subdomain types shown in the pictusethern (N), eastern (E), western (W))
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Rys.3. Obszary+cie, ktére mog wysiepowa w siatkach binarnych (a) obszary dielektryczne (b)
obszary zawierage przewodnik

Fig. 3. Leaf-subdomain types that can be obtainddararchical binary domain decomposition (a)
dielectric subdomain types (b) subdomain typesiticdtide conducting paths

5. Hierarchiczne szacowanie macierzy pojemsoi

5.1. Makromodele

W ogd6Inaci, w przypadku pojedynczego obszaru, odpowigdamu row-
nanie (17) bdzie miato posta

Ccd Cci uc qc
&|Csc Cuaa Cqi | Ug | = &| Qg (19)
Ce Ca G|y q
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gdzie wzty na kadym rodzaju brzegu zostalty odpowiednio pogrupowaoe,
jest zasygnalizowane wieiwymi indeksami podmacierzy wygtujacych we
wzorze (19) ¢ — dla gztéw na przewodnikach oraz d — dlazdw lezacych na
brzegu zewetrznym oraz i — dla wztébw na granicach porglzy warstwami
réznych dielektrykow. Pary tych indekséw ozna@zaizajemne oddziatywanie
pomiedzy odpowiednimi ogciami brzegu, np. cd to oddziatywanieszkow
lezacych na elementach z warunkiem Neumanna ¢g@ywna przewodnikach, cc
to oddziatywanie wztéw lezacych na przewodnikach na siebie samych, itd.

Obliczenie BCM obszaru powstatego przezappénie dwoch podobszarow
Q, i Qp, ktore granicz ze soh, wymaga uwzgidnienia warunkéw agtosci
pola (6) na granicy mdzy nimi. Pokczenie macierzy odpowiadajych obu
obszarom i po prostej reorganizacji tworzy wspolny ukfad rowni

Ccc Ccd Cci uc qc
Cic Cud Cai Uy [=1] Qg (20)
Ce Ciy gaci(ia) + ‘9bCi€b) U, 0

W rozpatrywanym zagadnieniu znajoftavartasci strumienia pola w po-
szczegolnych wztach nie jest konieczna. Z tego powodu, koszteratyittej
informacji, maliwa jest redukcja wymiaréw macierzy z réwnania)(2f8oprzez
scatkowanie strumienia polana przewodniku. Wargd otrzymana w ten spo-
sOb jest catkowit iloscia tadunkuQ zgromadzonego na przewodniku.

Wezly lezace na granicy obszarow da sisura¢ zastpujac uktad réwna (20)
dopetnieniem Schura. Przyjnagj

C. C Cg b
Z, = {C:: C:ﬂ Z,= {C:} . Z3=[6,C{Y +£C"], Z,= [Cic Cid]
da sé uzyska& macierz BCM dwdéch podobszaréw, kidra powrdt mena zapi-
s& w postaci (19):

Cy=2,-2,2;'2, (21)

Tworzone w ten sposéb makromodelezme, po dodaniu do biblioteki BCM,
rowniez wykorzystywa& w dalszym procesie oblicte

5.2. Transformacja BCM do GCM

Podejcie opisane powsej umaliwia hierarchiczm syntez podobszarow
w ramach kadej z warstw dielektrycznych i obliczenie ich BCMastpnie, w
analogiczny sposob moa ,,sklet” ze soky i te macierze uzyskag BCM catej
struktury. Tak otrzymana macierz opisuje oddzialyi@gopomedzy przewodni-
kami, a elementami brzegowymi umieszczonymi nae#tieykach i ograniczaj
cymi struktue od zewntrz.
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Usunkcie wszystkich wztéw lezacych na granicach rglzy dielektrykami
pozwala upréci¢ uktad réwna (18) do postaci

|:Ccc Ccd:||:uc}:|:qc:| (22)
Coc  Cua ] Ug 0

przy czym w réwnaniu (21) uwzgldniono zatgony jednorodny warunek Neu-
manna. Ponowne zastosowanie dopetnienia Schur8@M z roéwnania (21)

eliminuje z niej wpisy dotycce zewnrtrznych weztow nie lezacych na prze-
wodnikach

CG = Ccc - Cchd_é-Cdc (23)
i pozwala na uzyskanie rownania

Cou, =Q, (24)

Ostatni wzor jest rownoway réwnaniu (2), a macier€s jest GCM uktadu
przewodnikdw.

6. Eksperymenty numeryczne i wyniki

W pracy rozwaania ograniczono do konfiguracji przewodnikéw, ktor
mog by¢ rozpatrywane jako struktury 2D. Uproszczenie &t @aliwe, gdy
zalazy sie, ze propagowane sygnaty maposta fali quasi-TEM rozchodicej
sie wzdtwz nieskaczenie diugichéciezek. Nieograniczona ditugé sciezek im-
plikuje fakt, ze pojemnéci pasaytnicze lgda okreslane na jednostkich dtugo-
sci. Modelowane struktury traktuje esijako niejednorodne strefowo. Jednak
zaktada si liniowos¢, jednorodnéé i izotropowa¢ wiasciwosci materiatdw §
tworzacych. Stosunek szerod@ sciezek przewodzcych do ich grubgi jest na
tyle duzy (10-200),ze uprawnia to do wprowadzenia dodatkowego uproszcze
nia. Zaktada si mianowicie ich zerowgrubcc.

Wplyw parametrd. na wynik obliczé zostat przedstawiony na przyktadzie
dwéch uktadow testowych posiadaych rozwazanie analityczne.g8o:

(A) uproszczony model kondensatora ptasko-réwretgmo szerokei w i
odlegtaici miedzy okladzinamih réwnych 0.1 mm (Rys. 4a). Zaktadej ze
dielektryk wypetniaacy kondensator to powietrze, pojendéokondensatora
wyniesieCey = 8.8542 pF/m [5].

(B) sciezka o szerokéci w umieszczona ha podio o wysokdci h i o statej
dielektryczneje,. Na spodzie podi@ znajduje si rozchgajaca s¢ do nieska-
czondci doskonale przewodea ptaszczyzna (Rys. 4Db).
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Rys. 4. Geometria zagadnitestowych.

Fig. 4. Geometry of two test problems.

Przyjmupc w=h = 0.1 mm oraz, = 9.8, warté¢ pojemndci wyrazona w fara-
dach na jednostkdtugasci wynosiCe = 175.0904 pF/m [21].

Na Rys. 5 przedstawiono, w zatesci od parametrud, wykres bédu bez-
wzglgdnego oszacowanej wastd pojemndci C, zdefiniowany jako:

C=(C,—-C)/C, (25)
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Rys. 5. Wplyw odlegtéci odsunécia weztdw A na zbignos¢ rozwiazania zagadnienia kondensato-
ra (a),(c),(e) oraz linii mikropaskowej (b),(d),flementéw statych (a),(b), liniowych (c), (d),
kwadratowych (e),(f)

Fig. 5. Impact of. collocation-point-distance from real boundary ofuton convergence for
parallel-capacitor problem (a),(c),(e) and micripditte problem (b),(d),(f) for constant (a),(b),
linear (c), (d) and quadratic (e), (f) boundarynedmts

Rysunki po lewej stronie ((a), (c), (e)) odnpsk do przyktadu (A), z kolei
prawa kolumna (rysunki (b), (d), (f)) dotyczy zagahia (B). Kolejne wiersze
odpowiadaj stopniowi interpolacji elementéw brzegowyckytych do rozwi-
zania, i tak w wierszu pierwszym (rysunki (a), (bygedstawiono wyniki dla
elementéw statych, drugim ((c) i (d)) -- dla elerdem liniowych, trzecim ((e) i
(f)) -- dla elementéw kwadratowych. Edy rysunek zawiera 4 wykresy, odpo-
wiadajce stopniowi podziatu obszaru, a liczby w legendmipowiadaj liczbie
weztow interpolaciji uytych przy dyskretyzacji obszaru zagadnienia.

Umieszczenie punktow kolokacji zbyt blisko brzedu<(0.01) powoduje
znacacy wzrost b¢du. Z drugiej strony, nadmierne oddalenie>(2.5) pogarsza
uwarunkowanie macierzy pojemiud. Biorac powyzsze pod uwag mazna
uzna, ze przedziat <1,2> zapewnia kompromis petaiy doktadnécia rozwia-
zania, a uwarunkowaniem macierzy gtéwnej.

Dla ustalonegd = 1.5 przeprowadzono szereg eksperymentow chayh
konfiguracji sciezek. Wyniki obliczé dla przykladowego uktadu testowego o
bardziej skomplikowanej geometrii (Rys. 6)a simieszczone w Tabeli 1.
W przyktadzie tym rezultat oblicaeMTK odniesiono do wynikéw uzyskanych
przy pomocy MEB oraz wyniku otrzymanego przy pomgeggramu Linpar
(metoda momentéw) [10].
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Rys. 6. Problem testowy o Zionej geometrii.
Fig. 6. Test problem with complicated geometry.

Tabela 1. Rozwzania uzyskane dla zagadnienia przedstawionego s.a6Ry
Table 1. Solution of the problem shown in Fig. 6.

MTK MEB Linpar (MoM)
[ 238.6 -77.3 -0.3 -374 -1.4 2411 -79.6 -0.3  -38.1 -1.3 2404 -78.8 -0.3 -374 -1.5
772 363.6 -14.4 -44.7 -30.0 -79.6  363.9 -14.7 -44.8 -29.8 -78.8 362.7 -14.7 -445 -29.7
-0.3 -143 2132 -1.8 -48.8 -0.3  -14.7 2145 -1.7 0 -49.7 -0.3 -14.7 214.1 -1.8  -48.9
375  -44.7 _1.8 122.0 9.8 =381 -44.7  -1.7 1221 -9.9 =373 -44.4 -1.8 1256 -10.3
14 -30.0 -488 9.8 1315 -1.3 -29.8  -49.8 -9.9 1315 15 294 -488 -10.3 1355

7. Podsumowanie

W artykule przedstawiono zastosowanie MTK w algarigt hierarchiczne-
go obliczania macierzy pojemfm resztkowych uktadyciezek planarnych, a
uzyskane rezultaty pozwadajstwierdzé przydatnéé zaprezentowanego algo-
rytmu w omawianym zagadnieniu.
Z analizy zaprezentowanych przyktaddw wynikagastpujace wnioski:

* W bezpdredniej MTK odsunicie punktow kolokacji od brzegu rzeczywi-
stego ma znaczenie; zbyt male powoduje pogorszezigiazania, nato-
miast zbyt due powoduje pogorszenie uwarunkowanie macierzy gépwn

« Nie ustalondicistej wart@gci odsungcia, ale na podstawie eksperymentow
numerycznych, odniesionych do rozawén analitycznych, okrdono prze-
dziat, dla ktérego wyniki obliczesa najlepsze jakiiowo, a jednoczaie
zapewniajcy kompromis midzy doktadnécia rozwiazania, a uwarunko-
waniem macierzy gtéwnej.

* W algorytmie hierarchicznego obliczania macierzjepmaci, zarbwno w
przypadku zastosowania MEB, jak i MTK jako silnik@zwiazujacego za-
gadnienie brzegowe obie metody, zarowno MEB jakTiKylzastosowane
jako silnik rozwizujacy zagadnienie brzegowe w algorytmie hierarchicz-
nego obliczania macierzy pojenfed maja poréwnywalny koszt przygoto-
wania danych, koszt oblicaeoraz wyniki ilasciowe, a wiec ich efektyw-
nos¢ jest porbwnywalna.

Poniewa MTK nie byly do tej pory stosowane w przedstawiangagadnieniu,
metoda ta poszerza liogbnetod maliwych do aplikacji w takich zagadnie-
niach.
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W dalszej kolejnéci planuje st aplikacg algorytmu dla bardziej zimnych
geometrycznie struktur dwu- i tréjwymiarowych.

Program MATLAB wykorzystany do przeprowadzenia badatat zakupiony w wyniku realizacji Projektu nr
UDA-RPPK.01.03.00-18-003/10-00 ,Budowa, rozbudowzodernizacja bazy naukowo-badawczej Politech-
niki Rzeszowskiej” wspéifinansowanegaoimalkéw Unii Europejskiej w ramach Regionalnego RPesgu
Operacyjnego Wojewo6dztwa Podkarpackiego na lat& 213, Priorytet I. Konkurencyjna i Innowacyjna
Gospodarka, Dziatanie 1.3 Regionalny system innfiwac
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APPLICATION OF DIRECT TREFFTZ-KUPRADZE METHOD IN
HIERARCHICAL CAPACITANCE EXTRACTION PROBLEM

Summary

The paper presents algorithm of the hierarchicedgic capacitance extraction of planar
transmission lines. The algorithm utilizes directfftiz-Kupradze method which is derived from
variational formulation. This approach lets one pame and contrast direct Trefftz-Kupradze
method with popular Boundary Element and commomiédation of both methods (the same
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boundary discretization, the same potential anxlifiterpolation, the same form of boundary-
integral equations).

Considerations are reduced to 2D geometries ancetizations.are carried out by hierar-
chical binary decomposition. Boundary-integral eopret for Laplace problem are formulated by
appropriate method for each leaf-subdomain. Thesy, &re transformed into so-called Boundary
Capacitance Matrices. In the process of tree tral/8sundary Capacitance Matrices are merged
together. This matrix combining is done via Schadsmplement method. Finally, the last trans-
formation of Boundary Capacitance Matrix yields Gah&apacitance Matrix of the system of
conductors.

Binary decomposition of the considered structurgeggopportunity to build library of
Boundary Capacitance Matrices for specific subdorgaometries and their utilization without
the need of recalculation.

By the means of proposed algorithm the influencthefdistance of shifted collocation
nodes (the feature specific for Trefftz-Kupradzehod) is studied experimentally. The research
yields quasi-optimal value of the distance, thatsed in further numerical experiments. The ob-
tained results are compared to analytical solutantsto the results given by Linpar application
(method of moments).

Keywords: parasitic capacitance, direct boundary methodsntbary element method, planar
transmission lines.
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