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FUNKCJA NIEZAWODNOSCI

| CZAS BEZAWARYJNEJ PRACY
ODPOWIADAJACY LINIOWEJ
INTENSYWNOSCI USZKODZEN

Funkcja niezawodnosci odgrywa podstawowa role w nauce o niezawodnosci, gdyz
pozwala na obliczenie prawdopodobienstwa uszkodzenia w okre$lonym czasie t.
Aby obliczy¢ funkcjg niezawodnosci, nalezy wyznaczy¢ catkg z funkcji intensyw-
nosci uszkodzen. W dotychczasowej praktyce obliczen niezawodnosci stosowano
funkcj¢ intensywnosci uszkodzen, ktdra jest stata w czasie. Jednoczes$nie wielu au-
torow wskazuje, ze intensywnos$¢ uszkodzen nie jest stata w czasie. Najprostszym
przypadkiem jest liniowa zalezno$¢ funkcji intensywnos$ci uszkodzen od czasu.
W zwiazku z tym w niniejszej pracy zostal przedstawiony sposob obliczen funkcji
niezawodnosci oraz $redniego czasu bezawaryjnej pracy, w przypadku gdy inten-
sywnos$¢ uszkodzen A zmienia sig liniowo w czasie, czyli A = at + b. Podano wzory
na $redni czas bezawaryjnej pracy, gdy wspotczynnik a > 0 oraz a < 0. Przedsta-
wiono przyktadowe obliczenia dla oceny niezawodno$ci sieci wodociagowej. Ob-
liczenia catek przeprowadzono za pomoca narz¢dzi udostgpnionych na stronie in-
ternetowej WWW Wolfram-Mathematica. Pokazano, ze otrzymane za pomoca za-
proponowanej metody wartosci $redniego czasu bezawaryjnej pracy znacznie sig
r6znig od dotychczasowego sposobu opartego na zatozeniu czasowej niezmienno-
$ci intensywnosci uszkodzen. Roznice wyn0sza od 20 do 43%.

Stowa kluczowe: funkcja niezawodnosci, czas bezawaryjnej pracy, intensywnos¢
uszkodzen

1. Wprowadzenie
W ogoélnosci funkcja niezawodnos$ci wyraza si¢ wzorem [1]:
t
R(t) =exp([~A(2)d7) )
0

gdzie: R(t) — funkcja niezawodnosci,
A(t) — intensywnos¢ uszkodzen,
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t — czas,
7— zmienna calkowania.

Sredni czas bezawaryjnej pracy Ts jest definiowany jako:
To = [R(t) dt )
0

Przyjmujac zatozenie, ze intensywno$¢ uszkodzen A nie zalezy od czasu,
otrzymuje si¢ znane wzory:

1
Rt)=e*, T.==.
() S ﬂ

Jednakze wielu autorow (np. [2]) wskazuje, Zze intensywno$¢ uszkodzen jest
funkcja czasu. Powstaje wowczas problem, jaka posta¢ przyjmuje funkcja nie-
zawodno$ci oraz jaka funkcja wyraza si¢ $redni czas bezawaryjnej pracy. Od-
powiedz na to pytanie zostanie udzielona dla najprostszego przypadku, czyli gdy
intensywnos$¢ uszkodzen jest liniowa funkcja czasu. Wyniki catkowan otrzyma-
no za pomoca narzedzi udostgpnionych na stronie WolframAlfa [3].

2. Funkcja niezawodnosci i bezawaryjny czas pracy

Obliczenie funkcji niezawodnosci

Gdy intensywno$¢ uszkodzen jest liniowo zalezna od czasu, wtedy:
At)=at+b 3

gdzie a i b sa statymi. Intensywnos$¢ uszkodzen maleje lub roénie w czasie
w zaleznosci od znaku statej a. Podstawiajac zaleznos¢ (3) do wzoru (1) i wyko-
nujac catkowanie, otrzymuje sie¢ wzor na funkcje niezawodnosci:

R@) =exp(_tf—(ar+b)dr =exp[(—%arz br)[!] =exp[—t(%at D] @)

Obliczenie Sredniego czasu bezawaryjnej pracy

Sredni czas bezawaryjnej pracy otrzymuje sig, podstawiajac zaleznosé (4)
do wzoru (2). W tym przypadku wynik jest nieco bardziej skomplikowany
I wymaga rozwazenia dwu przypadkow.

Przypadek a > 0
Jezeli a > 0, wtedy:
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2 Laont f 0L L at+b
Ts=|e? dt=,[—e2erf( o (5)
-([ 2a V2a ‘

Aby jednak rownosc¢ (5) byta okreslona, musi by¢ spetniony warunek a > 0.
Funkcja erf(x), zwana funkcja btedu, wystepujaca we wzorze (5) wyraza si¢
nastgpujacym wzorem [4]:

erf(x)= “dr

5 X
W
Posiada ona nastepujace wlasciwosci:
erf (0)=0,
erf () =1.
Funkcja erf jest funkcja nieparzysta, czyli:
erf (—x) = —erf (x).

Dlalx| «1 mozna zastosowa¢ rozwiniecie Maclaurina [4]:

i(x—lx3’+ e 1

7
— X ——X ...).
\T 3 10 42 )

erf (x) =
Dla x « 1 warto$¢ funkcji erf(x) moze by¢ obliczona takze ze wzoru:

erf (X) _ 2 0 (x+gx3 +%x5...).

Jn 3

Dla x >» 1 wartos¢ funkcji erf(x) jest obliczana na podstawie rozwiniecia:
e 1 5 3 5 15

XT-Sx P+ ExP-=x).
Jn 2" 4 8

Wartosci funkcji erf sa podawane takze w tablicach statystycznych.
W celu dokonczenia obliczenia §redniego czasu bezawaryjnej pracy nalezy
obliczy¢ warto$¢ funkcji (5) w granicach catkowania 0 i co. Poniewaz

erf (x)=1—

at+b

lim =0
t—owo 2a



176 L. Opyrchat

bZ
oraz erf(eo) = 1, w gornej granicy catkowania t = oo otrzymuje si¢ / 21 e,
a

Dla dolnej granicy catkowania t = 0, po podstawieniu tej wartosci do wzoru (5),

b2
L. ) } ) T o= b
otrzymuje si¢ wartos¢ dolnej granicy catkowania ,[ — €2 erf (—=).
\ 2a J2a

Wynik uzyskuje si¢, odejmujac wartos¢ dolnej granicy catkowania od gorne;j:

v
T, =\/2i”ae2a (1—erf(%)) 6)

Poniewaz erf(e) = 1, wigc wielkos$¢ Ts jest zawsze nieujemna.

Przypadek a <0
W analizowanym przypadku nalezy wykona¢ podstawienie:

a =-a.

Wowczas rownanie (4) przyjmie postac:
1 142 1 [
R(t)=exp(5at —bt)=exp[t(§a t—Db)] (7)
Sredni bezawaryjny czas pracy bedzie si¢ wyraza¢ wzorem:

T ot f L a't-b
T = | €2 dt =,/ — e2 erfi( )'S 8)
-([ 2a J2a

Funkcja erfi(z), urojona funkcja btedu jest zdefiniowana jako:

erfi(z) = erf i(iz) ,

gdzie z - liczba zespolona, i — jednostka urojona, i posiada nastepujace wiasci-
wosci:

erfi(0) =0,

erfi(l) = i

N

erfi(o0) = .
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Funkcja erfi jest funkcja nieparzysta:
erfi (— x) = —erfi (x).
W rozwinigciu Maclauriena dla X = 0 funkcja erfi(X) przyjmuje postac:

erfi(x) = 2 L 1 ..

2 3 5
——=X+ X® + x> +
N N/ W 21n

Dla duzych wartosci x funkcja erfi(x) moze by¢ przyblizona szeregiem:

1 1 3

+ +
Jnx 2dnx® adn x®

Poniewaz w nieskonczonosci funkcja erfi przyjmuje wartos¢ nieskoniczona, cat-
ka (8) jest rozbiezna. Wynika to z faktu, ze funkcja intensywnos$ci uszkodzen
jest funkcja malejaca, co teoretycznie moze doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej
od pewnego czasu granicznego T, intensywnos¢ uszkodzen A(t) bedzie przyj-
mowaé wartoéci ujemne. Poniewaz jest to przypadek nieinzynierski, nalezy
zmodyfikowa¢ funkcje niezawodno$ci w nastgpujacy sposob: Jezeli funkcja in-
tensywnosci uszkodzen jest liniowo zalezna od czasu, czyli:

erfi(x) =e* (

A(t) =at+b

i jest spetniony warunek a < 0, to przez czas graniczny nalezy rozmie¢ czas, dla
ktérego funkcja intensywnosci uszkodzen przyjmuje warto$¢ zerowa:

At=T,)=aT,_+b=0 )
czyli
b
TL :—E.

Funkcja niezawodnosci R(t) bedzie definiowana nastgpujaco:
1, 1
R(t) = exp(z at° —bt) = exp[t(E at—b)] dla te(0,T)),

w pozostatych za$ przypadkach R(t) =0. Dla tej definicji funkcji niezawodno-
$ci wzor (8) na $redni czas bezawaryjnej pracy przyjmuj postac:
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T Ll b* a't—b
T, =[e2 dt= / o2 erfi(=—) [t =
-([ 2a' J2a

TS
- Eez [erfi (Z—— \/2_ ) erfl(\/_)] (10)
gdziea' = -a.

Uwzgledniajac rownosé (9), mozna stwierdzi¢, ze mianownik w pierwszej
funkcji erfi jest rowny zeru, a poniewaz erfi(0) = 0 oraz wykorzystujac nieparzy-
stos¢ tej funkcji, otrzymuje sig:

b2
T — ., b
T. =, — e erfi(— 11
=\ & ) )

3. Praktyczne obliczenia

Tablice funkcji erf(x) i erfi(x)

W celu wykonania praktycznych obliczen niezbgdna jest znajomos$¢ warto-
$ci funkcji erf(x) oraz erfi(x). Zamiast stosowac rozwinigcia prosciej jest skorzy-
sta¢ z tablic badZ kalkulatoréw funkcji dostgpnych na stronie internetowej Wol-
framAlfa (tab. 1.1 2.).

Tabela 1. Wartosci funkcji erf(x) wyliczone za pomoca WolframAlfa
Table 1. The values of the function erf (x) calculated using WolframAlfa

X erf(x) X erf(x) X erf(x) X erf(x) X erf(x)

0 0 05 0,5204999 1 0,8427008 2 0,9953223 3 0,9999779
0,05 | 0,0563720 |0/55| 05633234 |[1,1| 0,8802051 |2,1| 0,9970205 |3,1| 0,9999884
0,1 0,1124629 0,6 0,6038561 |1,2| 0,9103140 |(2,2| 0,9981372 |[3,2| 0,9999940
0,15 | 0,1679960 |0,65| 0,6420293 |[1,3| 0,9340079 |2,3| 0,9988568 |3,3| 0,9999969
0,2 0,2227026 0,7 0,6778012 |1,4| 0,9522851 (24| 09993115 |[3,4| 0,9999985
0,25 | 0,2763264 |0,75| 0,7111556 |[1,5| 0,9661051 |2,5| 0,9995930 |3,5| 0,9999993
0,3 0,3286268 08 0,7421010 |1,6| 0,9763484 |2,6| 0,9997640 - -
035| 0,3793821 |0,.85| 0,7706681 |[1,7| 0,9837905 |2,7| 0,9998657 - -
04 0,4283924 0,9 0,7969082 [1,8| 0,9890905 |2,8| 0,9999250 - -
0,45| 0,4754817 |0,95| 0,8208908 |1,9| 0,9927904 |[2,9| 0,9999589 - -
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Tabela 2. Warto$ci funkcji erfi(x) wyliczone za pomoca WolframAlfa
Table 2. The values of the function erfi (x) calculated using WolframAlfa

X erfi(x) X erfi(x) X erfi(x) X erfi(x) X erfi(x)

0 0 0,5 | 0,6149521 1 | 1,6504257 | 2 18,564802 5 | 8,2982739 - 10°
0,05| 0,0564460 |0,55| 0,6892998 | 1,1 | 1,9911672 | 2,1 26,167703 55 | 1,432099 - 10*
0,1 | 01132152 | 0,6 | 0,7678531 | 1,2 | 2,4159130 | 2,2 37,747109 6 | 4,112751- 10"
0,15| 0,1705349 |0,65| 0,8512658 | 1,3 | 2,9560866 | 2,3 55,739693 6,5 | 1,962253 - 10"
0,2 | 0,2287213 | 0,7 | 0,9402829 | 1,4 | 3,6569575 | 2,4 84,263074 7 | 1,553486 - 102
0,25| 0,2880836 |0,75| 1,0357573 | 1,5 | 4,5847332 | 2,5 130,39576 8 | 4,432450 - 10%
0,3 | 0,3489493 | 0,8 | 1,1386709 | 1,6 | 58377254 | 3 1629,9946 9 | 9,500777 - 10%
0,35| 0,4116694 |0,85| 1,2501594 | 1,7 | 7,5641752 | 3,5 | 3,5282288 - 10* | 10 | 1,524307 - 10°
04 | 04666246 | 0,9 | 1,3715432 | 1,8 | 9,9911198 | 4 | 1,2969597-10° | 20 | 1.47479 10"
0,45| 05442317 |0,95| 1,5043632 | 1,9 | 13,471816 | 4,5 | 8,0197459 - 10" | 30 | 1.37904 - 10°%

Przyklad obliczeniowy

Kwietniewski, badajac intensywno$¢ uszkodzen sieci wodociagowej,
otrzymat nastgpujace zaleznosci [2]:

e dla przewodow azbestowo-cementowych AC

Ase =0,3915t +0,9168 {ﬂ}

kmxrok

¢ dla przewodow stalowych

4 =-01328t +1,6883 {ﬁ}
kmxrok

Zgodnie ze wzorem (4) odpowiednie funkcje niezawodnosci wynosza:

Rac () = exp| -0,1958t" — 0,9168t |,
Rsrac (1) = exp| 0,0664t” ~1,6883t |

Ksztalt funkcji niezawodnosci pokazano na rys. 1.
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Rit)

—8— Rit) - AC ==B== Rit- STAL l

Rys. 1. Wykres funkcji niezawodno$ci R(t) dla rurociagéw stalowych (STAL)
i azbestowo-cementowych (AC)

Fig. 1. The plot of the reliability function R (t) for steel (STEEL) and asbestos-
cement (AC) pipelines

W celu obliczenia $redniego bezawaryjnego czasu pracy dla przewodoéw
AC stosuje si¢ wzor (6), poniewaz stata a = 0,3915 > 0.

0,91682
TS(AC) = w 62'0,3915 (1_erf (ﬂ)) [kmxrok],
2-0,3915 /2.0'3915

gdzie wartos¢ funkcji erf (1,036080) = 0,85632 byta interpolowana na podstawie
danych zawartych w tab. 1.

W celu obliczenia czasu bezawaryjnej pracy dla rurociagu stalowego nalezy
zastosowaé wzor (11), gdyz wspotczynnik a w liniowej funkcji intensywnosci
uszkodzen jest mniejszy od zera.

1,68832
T, = | 24159 zoren o (L0883 ) o5 [kmxrok].
2-01328 \J2-0,1328

Warto$¢ funkcji erfi(3,27594) = 8324,21 obliczono kalkulatorem funkcji znajdu-
jacym sig na stronie WolframAlfa.

4. Dyskusja

Obliczona na podstawie danych podanych przez Kwieniewskiego [2] $red-
nia uszkadzalno$¢ przewodow w latach 207-2011 wynosita odpowiednio:
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= uszk. = uszk.
Apc =2,0912 , Asta =1,2898 .
A [kmxrok} STAL [kmxrok}

Przyjmujac model statosci uszkadzalnosci w czasie, czyli A(t) = const, mozna
obliczy¢ $redni czas bezawaryjnej pracy, ktory dla odpowiednich przewoddéw

WYnosi:

-FS(AC):—LZ ! =0,478 [kmxrok],
T 20912

T 1 1

S(STAL) — m = M

=0,755 [kmxrok].

Poréwnujac otrzymane wyniki z rezultatami z poprzedniego punktu Tsucy =
= 0,842 km - rok oraz Tssrar) = 0,625 km - rok, otrzymuje si¢ wzglgdne roznice
rezultatow:

|0,842 - 0,478|
ATgac)y = =0,432=432%,
0,842
|O,625— 0,775| .
AT (STAL) = W =0,240 = 24,0%.

Mozna zauwazy¢ znaczng rozbiezno$¢ wynikow, poniewaz czas bezawaryjnej
pracy jest obliczany na podstawie catki (2) od zera do nieskonczonosci, czyli
obejmuje caty okres istnienia badanego wytworu techniki. Czas bezawaryjnej
pracy jest zatem prognoza. Natomiast intensywnos¢ uszkodzen jest otrzymywa-
na na podstawie rzeczywistych, zaobserwowanych awarii. Jezeli na tej podsta-
wie, tj. intensywno$ci uszkodzen, oblicza si¢ prognoze bezawaryjnego czasu
pracy, to poprawno$¢ modelu wyjsciowego, czyli funkcji intensywnos$ci uszko-
dzen, odgrywa decydujaca role w wiarygodnosci otrzymanych wynikow.

5. Whioski

Uwzglednienie liniowego modelu funkcji intensywnosci uszkodzen znacz-
nie poprawia wyniki obliczen $redniego bezawaryjnego czasu pracy. Dlatego
nalezy kontynuowaé proponowane obliczenia zwlaszcza dla wykladniczych
w czasie funkcji intensywnos$ci uszkodzen.
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THE RELIABILITY FUNCTION AND ERROR FREE RUNNING TIME
RESPECTIVE TO THE LINEAR FAILURE RATE

Summary

The reliability function plays in the science of the reliability of the fundamental role since it
allows the calculation of the probability of damage at a given time t. To calculate the reliability
function should calculate the integral of the function of the failure rate function. In current prac-
tice, the calculation of reliability the failure rate function is used which is constant over time. At
the same time, many authors indicates that the failure rate is not constant over time. The simplest
case is a linear correlation function of the intensity of damage over time. Therefore, in this article
is the reliability function calculation method, and the mean error free running time in the case
where A failure intensity varies linearly in time, that is, A = at + b. Formulas are given for the mean
time between failures when the original coefficient if a > 0, and if a < 0. There are examples esti-
mated to assess the reliability of the water supply system. The calculation of the integrals were
performed using the tools available on the web site Wolfram-Mathematica. It is shown that calcu-
lated using the proposed method the mean time to failure-free operation are significantly different
from the previous method based on the assumption of time invariance intensity of damage. The
difference amounts from 20% to 43%.
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