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PIONOWE DRGANIA WŁASNE 
OSIOWOSYMETRYCZNEJ SZTYWNEJ BRYŁY 
ZAGŁ ĘBIONEJ W INERCYJNEJ 
PÓŁPRZESTRZENI SPRĘŻYSTEJ  

Przedstawiono analizę pionowych drgań własnych masywnej osiowosymetrycznej 
sztywnej bryły zagłębionej w jednorodnej inercyjnej półprzestrzeni sprężystej. Ze-
spoloną sztywność półprzestrzeni z więzami nałożonymi przez sztywną bryłę 
otrzymano z rozwiązania mieszanego osiowosymetrycznego zagadnienia brzego-
wego dynamicznej teorii sprężystości metodą elementów brzegowych w dziedzinie 
częstości. Część rzeczywista zespolonej sztywności pionowej reprezentuje sztyw-
ność i inercję podłoża, część urojona przedstawia tłumienie związane z rozchodze-
niem się fal w półnieskończonym ośrodku sprężystym (tłumienie radiacyjne). 
Współczynniki sztywności i tłumienia półprzestrzeni są funkcjami częstości drgań. 
Częstość drgań własnych sztywnej bryły z więzami nałożonymi przez inercyjną 
półprzestrzeń sprężystą jest pierwiastkiem nieliniowego równania charakterystycz-
nego. Analizę drgań własnych przeprowadzono stosując parametry bezwymiaro-
we: współczynnik zagłębienia bryły w podłożu, współczynnik masy, współczynnik 
częstości oraz współczynnik tłumienia radiacyjnego. Przedstawiono zależność 
współczynnika częstości drgań własnych i współczynnika tłumienia od współ-
czynnika masy i współczynnika zagłębienia. Wyznaczono również współczynniki 
częstości drgań własnych bryły przy pominięciu tłumienia radiacyjnego oraz  
w przypadku bryły zagłębionej w półprzestrzeni nieinercyjnej, której pionowa 
sztywność statyczna jest granicą dynamicznego współczynnika sztywności pół-
przestrzeni przy częstości dążącej do zera. Różnice między współczynnikami czę-
stości reprezentują wpływ tłumienia radiacyjnego oraz inercji półprzestrzeni.  

Słowa kluczowe: częstości drgań własnych, interakcja dynamiczna, metoda ele-
mentów brzegowych, nieliniowe równanie charakterystyczne 
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1. Wprowadzenie 

Klasycznym modelem fundamentu blokowego pod maszyny jest sztywna 
bryła na nieinercyjnym podłożu sprężystym [1],[2]. Bardziej zaawansowanym 
modelem jest sztywna bryła zagłębiona w inercyjnej półprzestrzeni sprężystej 
[3], [4], [5]. W analizie dynamicznej ważnym problemem jest zagadnienie wła-
sne [1]. Pionowe i złożone drgania własne masywnego fundamentu o podstawie 
prostokątnej zagłębionego w półprzestrzeni lepkosprężystej z lokalnym mode-
lowaniem wpływu zasypki analizowano w pracy [6]. Przypadek masywnego 
bloku o podstawie kwadratowej na powierzchni uwarstwionej półprzestrzeni 
sprężystej przedstawiono w pracy [7].  

W prezentowanej pracy analizuje się pionowe drgania własne masywnej 
osiowosymetrycznej sztywnej bryły zagłębionej w inercyjnej półprzestrzeni 
sprężystej. W układzie bryła-półprzestrzeń uwzględniono interakcję dynamiczną 
rozwiązując mieszane osiowosymetryczne zagadnienie brzegowe teorii spręży-
stości w dziedzinie częstości.  

2. Sformułowanie problemu  

2.1. Układ sztywna bryła–półprzestrzeń sprężysta 

Rozpatruje się osiowosymetryczną sztywną bryłę � ⊂ �� o masie m i pro-
mieniu r0, połączoną więzami dwustronnymi z inercyjną półprzestrzenią spręży-
stą � ⊂ �� na powierzchni kontaktu Γ� = Γ�	 ∩ Γ��, gdzie Γ�	 ⊂ �� oznacza 
część powierzchni bryły w kontakcie z półprzestrzenią a Γ�� ⊂ �� – część po-
wierzchni półprzestrzeni w kontakcie z bryłą (rys. 1.). 

 

 

Rys. 1. Sztywna bryła B zagłębiona w półprzestrzeń sprężystej P  

Fig. 1. Rigid body B embedded in an elastic half-space  

Właściwości półprzestrzeni sprężystej określają: gęstość 
, współczynnik 
Poissona � i moduł ścinania G.  
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2.2. Interakcja kinematyczna w układzie bryła-półprzestrzeń 

Niech funkcja �∗��; �� = ��∗���� opisuje zmienne w czasie t przemiesz-
czenia nieważkiej osiowosymetrycznej sztywnej bryły �∗ = �|��� w kierunku 
pionowej osi z (rys. 1.), gdzie ��∗ – amplituda drgań, �–częstość w rad/s, 
� = √−1. Harmoniczne pionowe oscylacje sztywnego stempla stanowią osiowo-
symetryczne wymuszenie kinematyczne na powierzchni kontaktu Γ�� półprze-
strzeni z bryłą. W półprzestrzeni sprężystej � powstanie osiowosymetryczne 
pole przemieszczenia "#$%&, �; �(, &)� ⊂ ��, które układzie walcowym �*, φ, ,� 
ma składowe niezależne od kąta φ: "#$%&, �; �( = %"-�&;��,0, "/�&;��(����.  

Pole przemieszczenia "-%&;�(, "/%&;�(, &)� musi spełniać następujące 
warunki:  
• równania ruchu Naviera w dziedzinie częstości [8], 
• przemieszczeniowy warunek brzegowy na powierzchni kontaktu Γ�� ⊂ ��,  

"-%&;�( = 0, & ∈ Γ��  

"/%&;�( = ��∗, & ∈ Γ�� 

• naprężeniowy warunek brzegowy na swobodnej powierzchni półprzestrzeni Γ�� ⊂ �� ∖ Γ��, 

�-�23�%&;�( = 0, & ∈ Γ��  

�/�23�%&;�( = 0, & ∈ Γ�� 
gdzie 43 oznacza wektor jednostkowy normalny do powierzchni Γ�� i skiero-
wany na zewnątrz �, 

• warunek wypromieniowania w ośrodku półnieskończonym [9]. 
 
Sformułowanie całkowe powyższego mieszanego osiowosymetrycznego 

zagadnienia brzegowego dynamicznej teorii sprężystości określone jest tylko na 
tworzącej L powierzchni �� [10]: 

5
6 7"89�&;��: = ; <[>�&, ?;��]{�89�23��?;��} −C
[��&, ?;��]{"89�?;��}D *�?�EF�*�?�, ,�?�� (1) 

gdzie:  

{"89} = G"-"/H , G�89�23�H = I
�-�23�
�/�23�J,  
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[>] = 2; LMN55 cosR + MN56 sinR MN5�MN�5 cosR + MN�6 sinR MN��V ER�?�
W
� ,  

[�] = 2; LXY55 cosR + XY56 sinR XY5�XY�5 cosR + XY�6 sinR XY��V ER�?�
W
� ,  

MN�Z = MN�Z�&, ?;�� – zespolone przemieszczenie punktu ? w kierunku j  

w nieograniczonej przestrzeni sprężystej, wywołane 
stacjonarną siłą skupioną 1����, działającą w punkcie & w kierunku i (kartezjański układ współrzędnych), 

XY�Z = XY�Z�&, ?; �� – zespolona składowa wektora naprężenia w punkcie ?  

w kierunku j w nieograniczonej przestrzeni sprężystej, 
wywołana stacjonarną siłą skupioną 1����, działającą 
w punkcie & w kierunku i (kartezjański układ współ-
rzędnych). 

Brzegowe równanie całkowe (1) można rozwiązać numerycznie dzieląc 
brzeg L na N segmentów liniowych z jednym węzłem w środku każdego ele-
mentu [11]. Z rozwiązania otrzymuje się m.in. przybliżony rozkład zespolonego 

pola naprężenia �Y,�4[�%&;�( na powierzchni kontaktu Γ�� ⊂ ��. Wypadkowa tego 
pola wynosi: 

�Y/���; �� = ; �̃/�23�%&;�(����]_̂ E`%&( = aN/����∗��; ��  

gdzie: aN,��� – pionowa zespolona sztywność dynamiczna półprzestrzeni  
z więzami nałożonymi przez sztywny nieważki stempel koło-
wy. 

Stacjonarną reakcję półprzestrzeni �N,���;�� można zapisać w postaci  

�Y/���; �� = %��aN/ + �	cdaN/	(�∗��; �� = ae����∗��; �� +fe����g ∗��; �� (2) 

gdzie: ah = ��aN, –współczynnik sztywności półprzestrzeni,  fh = %1�(cdaN, – współczynnik tłumienia radiacyjnego półprzestrzeni, 
�g ∗ ≡ j

jk�∗. 
2.3. Pionowe drgania własne sztywnej bryły z więzami nałożonymi przez 

półprzestrzeń sprężystą 

Rozwiązanie zagadnienia interakcji kinematycznej w układzie nieważka 
sztywna bryła-półprzestrzeń sprężysta umożliwia analizę pionowych drgań wła-
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snych osiowosymetrycznej sztywnej bryły o masie m, zagłębionej w inercjalnej 
półprzestrzeni sprężystej. Równanie ruchu pionowego bryły ma postać: 

d�l ��; �� = −�/���; �� (3) 

gdzie reakcja półprzestrzeni �,���;�� dana jest zależnością wynikającą z rozwią-
zania zagadnienia interakcji kinematycznej (2) : 

�/���; �� = ae������; �� + fe����g ��; �� (4) 

Uwzględnienie zależności (4) w równaniu ruchu (3) prowadzi do jednorodnego 
równania różniczkowego: 

d�l ��; �� + fe����g ��; �� + ae������;�� = 0,  

którego rozwiązanie postuluje się w postaci ruchu oscylacyjnego z częstością  � i parametrem tłumienia h: 

���; �� = ���mn����� = ������o�n��  

Warunek istnienia rozwiązania oscylacyjnego � ≠ 0 ma postać 

qr���
� − <sr���6� D6 −�6 = 0 (5) 

Miejsce zerowe nieliniowego równania (5) �∗ ≡ �t jest częstością pionowych 
drgań własnych sztywnej bryły z tłumieniem radiacyjnym (falowym) inercyjnej 
półprzestrzeni sprężystej. Po wyznaczeniu częstości �t, parametr tłumienia  
h oblicza się ze wzoru 

ℎ��t� = sr%�j(
6�   

Pomijając tłumienie radiacyjne półprzestrzeni w równaniu (5), tj. zakładając 
fe��� ≡ 0, otrzymuje się inne miejsce zerowe �∗ ≡ �2, które jest częstością pio-
nowych drgań własnych bryły bez tłumienia falowego. Zakładając, że podłoże 
jest nieinercyjne otrzymuje się częstość drgań własnych bryły �9� ze wzoru  

�9� = vqrwk�   

gdzie ae9� = lim�→�ae��� jest pionową statyczną sztywnością półprzestrzeni 

sprężystej z więzami nałożonymi przez sztywny nieważki stempel kołowy. Róż-
nice między �t i �2 reprezentują wpływ tłumienia radiacyjnego inercyjnej pół-
przestrzeni na częstości drgań własnych sztywnej bryły natomiast różnice mię-
dzy nietłumionymi częstościami �2 i �9� przedstawiają wpływ inercji półnie-
skończonego podłoża sprężystego. 
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3. Analiza parametryczna 

Analizę parametryczną pionowych drgań własnych osiowosymetrycznej 
masywnej sztywnej bryły zagłębionej w podłożu sprężystym przeprowadzono 
stosując następujący zbiór parametrów bezwymiarowych: 
• współczynnik zagłębienia bryły w podłożu: { *�⁄ , 
• współczynnik masy: }� = d �
*���⁄ , 
• współczynniki częstości: ~� = �*�/��/
; ~�t = ~���t�; ~�2 = ~���2�; ~�9� = ~���9��, 
• współczynnik tłumienia radiacyjnego półprzestrzeni: �t = ℎ*�/��/
, 
• współczynnik Poissona półprzestrzeni � = 0.25. 

 
Zagadnienie interakcji kinematycznej w układzie bryła–półprzestrzeń roz-

wiązywano metodą elementów brzegowych [11], ustalając ostateczną dyskrety-
zację na podstawie testów numerycznych: na tworzącej ���  powierzchni kontaktu 
Γ�� zastosowano elementy o długości F� = �9/6, gdzie �9 = �1 �⁄ �2���/
 
oznacza długość fali poprzecznej w półprzestrzeni, natomiast na tworzącej ��� 
powierzchni swobodnej Γ�� zastosowano elementy o długości F� = �9/4, przy 
czym efektywna część brzegu ��� podlegająca dyskretyzacji zależy od wielkości 
zagłębienia bryły w półprzestrzeni. Miejsca zerowe nieliniowego równania cha-
rakterystycznego wyznaczano numerycznie [7]. Wartości współczynników czę-
stości drgań własnych ~�t , ~�2, ~�9� oraz współczynnika tłumienia �t obliczono 
stosując dyskretne wartości współczynnika zagłębienia bryły w podłożu 

  { *�⁄ ∈ {0,0.25,0.5,1.0,2.0} oraz dyskretne wartości współczynnika masy }� 
ogólnie od 1 do 10 co ∆}� =0.2, zmniejszając przyrosty ∆}� w strefie dużej 
wrażliwości ~�

t. Wyniki analizy parametrycznej przedstawiono na rys. 2-6. 

4. Wnioski  

Współczynnik częstości pionowych drgań własnych bryły zagłębionej  
w jednorodnej inercyjnej półprzestrzeni sprężystej jest kontrolowany przez 
współczynnik masy oraz współczynniki sztywności i tłumienia radiacyjnego 
półprzestrzeni. Strefy wrażliwości współczynnika częstości drgań własnych na 
zmianę współczynnika masy są zróżnicowane, z największą wrażliwością  
w strefie granicznej wartości współczynnika masy, rozdzielającej ruch oscyla-
cyjny od nieoscylacyjnego. Ponadto graniczna wartość współczynnika masy ro-
śnie wraz ze wzrostem współczynnika zagłębienia. Istotny wpływ tłumienia ra-
diacyjnego półprzestrzeni i wielkości zagłębienia bryły w podłożu na jej piono-
we drgania własne jest widoczny na tle wyznaczonych częstości drgań własnych 
bez tłumienia radiacyjnego podłoża inercyjnego. Zbiór częstości drgań własnych 
bryły na podłożu nieinercyjnym o sztywności statycznej jest dobrym układem 
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odniesienia do odpowiedzi na pytanie, kiedy uwzględnienie dynamicznej inte-
rakcji w analizowanym zagadnieniu jest konieczne. 

 

 
Rys. 2. Zależność bezwymiarowych częstości drgań własnych ~�t , ~�2, ~�9� i współczynnika 
tłumienia �t od współczynnika masy }�: sztywna bryła na powierzchni półprzestrzeni 

Fig. 2. Variation of dimensionless eigenfrequencies ~�t, ~�2, ~�9� and damping ratio �t with 
the mass ratio }�: rigid body on half-space 

 

 
Rys. 3. Zależność bezwymiarowych częstości drgań własnych ~�t , ~�2, ~�9� i współczynnika 
tłumienia �t od współczynnika masy }�: zagłębienie bryły { *�⁄ = 0.25 

Fig. 3. Variation of dimensionless eigenfrequencies ~�t, ~�2, ~�9� and damping ratio �t with 
the mass ratio }�: the embedment ratio { *�⁄ = 0.25 
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Rys. 4. Zależność bezwymiarowych częstości drgań własnych ~�t , ~�2, ~�9� i współczynnika tłumie-
nia �t od współczynnika masy }�: zagłębienie bryły { *�⁄ = 0.5 

Fig. 4. Variation of dimensionless eigenfrequencies ~�t , ~�2, ~�9� and damping ratio �t with the 
mass ratio }�: the embedment ratio { *�⁄ = 0.5 

 

 
Rys. 5. Zależność bezwymiarowych częstości drgań własnych ~�t , ~�2, ~�9� i współczynnika tłumie-
nia �t od współczynnika masy }�: zagłębienie bryły { *�⁄ = 1 

Fig. 5. Variation of dimensionless eigenfrequencies ~�t , ~�2, ~�9� and damping ratio �t with the 
mass ratio }�: the embedment ratio { *�⁄ = 1 
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Rys. 6. Zależność bezwymiarowych częstości drgań własnych ~�t , ~�2, ~�9� i współczynnika 
tłumienia �t od współczynnika masy }�: zagłębienie bryły { *�⁄ = 2 

Fig. 6. Variation of dimensionless eigenfrequencies ~�t, ~�2, ~�9� and damping ratio �t with 
the mass ratio }�: the embedment ratio: { *�⁄ = 2 
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VERTICAL EIGENVIBRATION OF AXISYMMETRIC RIGID BODY 
EMBEDDED IN AN INERTIAL ELASTIC HALF-SPACE  

S u m m a r y  

An analysis of vertical eigenvibration of a massive axisymmetric rigid body embedded 
in a uniform elastic half-space is presented. The complex-value stiffness of the half-space with the 
constrains imposed by the rigid body has been obtained from the solution of a mixed axisymmetric 
boundary value problem of the dynamic elasticity by the boundary element metod in the frequency 
domain. The real part of the complex-valued stiffness represents the stiffnes and interia of the 
medium while the imaginary part describes the damping due to energy dissipated by waves propa-
gating away from the foundation (radiation damping). Stiffness and damping coefficients of the 
half-space are frequency dependent.  

Eigenfrequency of the rigid body with the constrains imposed by the inertial elastic half-
space is the root of nonlinear characteristic equation. The analysis of the eigenvibration has been 
realized using the dimensionless parameters: embedment ratio, mass ratio, frequency ratio and 
radiation damping ratio. Variation of dimensionless eigenfrequency and damping ratio with the 
mass and embedment ratios are presented. Dimensionless eigenfrequencies at neglected radiation 
damping and in the case of a massless elastic medium are also computed. The differences between 
the damped and undamped eigenfrequencies represent the effects of radiation damping and interia 
of the half-space.  
 
Keywords: eigenfrequencies, dynamic interaction, boundary element metod, nonlinear chracteris-
tic equation 
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