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PIONOWE DRGANIA WEASNE
OSIOWOSYMETRYCZNEJ SZTYWNEJ BRYLY
ZAGL EBIONEJ W INERCYJNEJ
POLPRZESTRZENI SPREZYSTEJ

Przedstawiono anakzpionowych drga wtasnych masywnej osiowosymetrycznej
sztywnej bryly zagibionej w jednorodnej inercyjnej potprzestrzenicspstej. Ze-
spolory sztywna¢ poélprzestrzeni z wizami nalgonymi przez sztyws bryke
otrzymano z rozwzania mieszanego osiowosymetrycznego zagadnieneydy
wego dynamicznej teorii sgrystasci metod elementéw brzegowych w dziedzinie
czestasci. Cz$¢ rzeczywista zespolonej sztywdwd pionowej reprezentuje sztyw-
nosé i inercig podiaza, cz$¢ urojona przedstawia ttumienie z@ane z rozchodze-
niem s¢ fal w potnieskaczonym drodku spezystym (ttumienie radiacyjne).
Wspétczynniki sztywnéci i ttumienia potprzestrzengSunkcjami czstasci drgah.
Czgstas¢ drgar whasnych sztywnej bryly z wkami nataonymi przez inercyjp
potprzestrzé sprzysty jest pierwiastkiem nieliniowego réwnania charaysgycz-
nego. Analiz drgai wlasnych przeprowadzono stoguijparametry bezwymiaro-
we: wspétczynnik zagbienia bryty w podtau, wspétczynnik masy, wspétczynnik
czestasci oraz wspoétczynnik tlumienia radiacyjnego. Przedsono zalenosé
wspotczynnika cgstasci drgai wkasnych i wspoétczynnika ttumienia od wspot-
czynnika masy i wspotczynnika zabtenia. Wyznaczono réwnievspétczynniki
czestasci drgaa wtasnych bryly przy pomigciu ttumienia radiacyjnego oraz
w przypadku bryly zagbionej w pétprzestrzeni nieinercyjnej, ktorej pioveo
sztywnd¢ statyczna jest granicdynamicznego wspoétczynnika sztywvéed pot-
przestrzeni przy estosci dazacej do zera. Rinice medzy wspotczynnikami gz
stasci reprezentuj wptyw ttumienia radiacyjnego oraz inercji potpriaesni.

Stowa kluczowe: czestasci drgaa whasnych, interakcja dynamiczna, metoda ele-
mentoéw brzegowych, nieliniowe réwnanie charaktgryate
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1. Wprowadzenie

Klasycznym modelem fundamentu blokowego pod masigaly sztywna
bryta na nieinercyjnym podioi spezystym [1],[2]. Bardziej zaawansowanym
modelem jest sztywna bryta zalgiona w inercyjnej pOtprzestrzeni gpystej
[3], [4], [5]. W analizie dynamicznej waym problemem jest zagadnienie wia-
sne [1]. Pionowe i zlmne drgania wiasne masywnego fundamentu o podstawie
prostokitnej zagébionego w potprzestrzeni lepkospystej z lokalnym mode-
lowaniem wptywu zasypki analizowano w pracy [6]zfradek masywnego
bloku o podstawie kwadratowej na powierzchni uwgistej pétprzestrzeni
sprezystej przedstawiono w pracy [7].

W prezentowanej pracy analizujes pionowe drgania wlasne masywnej
osiowosymetrycznej sztywnej bryly zaflonej w inercyjnej poiprzestrzeni
sprzystej. W uktadzie bryta-potprzestiz@wzgkdniono interakej dynamiczi
rozwigzujac mieszane osiowosymetryczne zagadnienie brzegewé spezy-
stasci w dziedzinie cestdsci.

2. Sformutowanie problemu

2.1. Uktad sztywna bryta—potprzestrzen sprezysta

Rozpatruje si osiowosymetrycznsztywm brytle B ¢ R3 o masiem i pro-
mieniuro, polgczorg wigzami dwustronnymi z inercyjnpotprzestrzeni spezy-
stg P c R® na powierzchni kontaktd, = T n T, gdzieI'? c B oznacza
czes¢ powierzchni bryly w kontakcie z potprzestrzemi I ¢ dP — czé¢ po-
wierzchni pélprzestrzeni w kontakcie z byytys. 1.).
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Rys. 1. Sztywna bryt& zagtbiona w pétprzestrzesprzystejP
Fig. 1. Rigid bodyB embedded in an elastic half-space

Wiasciwosci potprzestrzeni speystej okralaja: gestasé p, wspotczynnik
Poissonas i modutscinaniaG.
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2.2. Interakcja kinematyczna w ukfadzie bryta-poOtprzestrzen

Niech funkcjaw*(t; w) = wge'®t opisuje zmienne w czasteprzemiesz-
czenia niewzkiej osiowosymetrycznej sztywnej bryl* = B|,,,—o W kierunku
pionowej osiz (rys. 1.), gdziew, — amplituda drg& w—czste¢ w rad/s,
i = +/—1. Harmoniczne pionowe oscylacje sztywnego stemntglaosvg osiowo-
symetryczne wymuszenie kinematyczne na powierzkbniaktuT poétprze-
strzeni z bryd. W pélprzestrzeni sprystej P powstanie osiowosymetryczne
pole przemieszczenid(x, t; w), xeP < R3, ktore uktadzie walcowyn(r, ¢, z)
ma sktadowe niezatee od kta ¢: U(x, t; w) = (ur(x; ),0,u, (x; w))e™®t.

Pole przemieszczenia,(x; w), u,(x; ), xeP musi spetnia nastpujace
warunki:

« rOwnania ruchu Naviera w dziedziniegsici [8],
« przemieszczeniowy warunek brzegowy na powierzchntaktulyy < aP,

U (x;w) =0,x €T
u,(xw) = wix € If
» napezeniowy warunek brzegowy na swobodnej powierzchippéstrzeni
I’ corP\r1f,
tﬁﬁ)(g; w)=0,x€erf

tgn)(g; w)=0,x€erf
gdzieA oznacza wektor jednostkowy normalny do powierzdihii skiero-
wany na zewstrz P,
« warunek wypromieniowania wsmdku potnieskaczonym [9].

Sformutowanie catkowe powgzego mieszanego osiowosymetrycznego
zagadnienia brzegowego dynamicznej teoriggstasci okreslone jest tylko na
tworzagcej L powierzchnioP [10]:

Huos @ @)} = J, (4G y; )t (v @)} -
[B(x,y; 0){tos ¥ @)}) r()dL(r(¥), 2(7)) (1)

gdzie:
N )
fuo) = (). 9} = )
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Uy = Uij(l,zi w) — zespolone przemieszczenie punktuv kierunku j
W nieograniczonej przestrzeni gpystej, wywotane
stacjonarg sita skupion 1e'“t, dziatajca w punkcie
x w kierunkui (kartezjaski uktad wspotrzdnych),

T‘ij = Tij(l,zi w) — zespolona skladowa wektora rggenia w punkcie)_/
w kierunkuj w nieograniczonej przestrzeni spystej,
wywolana stacjonaensita skupiony 1ei®t, dziatajca
w punkciex w kierunkui (kartezjaski uktad wspot-
rzgdnych).

Brzegowe rownanie catkowe (1) mma rozwjzaé numerycznie dzigt
brzegL na N segmentéw liniowych z jednymeztem w srodku kadego ele-
mentu [11]. Z rozwgzania otrzymuje sim.in. przyblizony rozktad zespolonego
pola napgzeniafgﬁ) (x; ) na powierzchni kontaktlif < dP. Wypadkowa tego
pola wynosi:

RE(t; w) = fl"’,: F® (x; w)et dS(x) = K,(w)w*(t; w)

gdzie: K,(w) — pionowa zespolona sztywéto dynamiczna potprzestrzeni
z wigzami nal@gonymi przez sztywny niewdti stempel koto-

wy.
Stacjonarn reakcg pé’rprzestrzenﬁg(t; w) Mmazna zapisaw postaci

RE(t; w) = (ReK, + i ImK, )w*(t; w) = Ky (w)w*(t; w) +
Cy(w)W*(t; w) (2)

gdzie: Ky = ReK, —wspdtczynnik sztywnii potprzestrzeni,
Cy = (%)Iml?z — wspotczynnik ttumienia radiacyjnego pétprzestizen
w* = EW*'
2.3. Pionowe drgania wtasne sztywnej bryty z wizami natazonymi przez
potprzestrzen sprezysta

Rozwigzanie zagadnienia interakcji kinematycznej w ukiedziewaka
sztywna bryta-pétprzestraesprezysta umaliwia analiz pionowych drga wia-
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snych osiowosymetrycznej sztywnej bryty o masiezagebionej w inercjalnej
potprzestrzeni speystej. Réwnanie ruchu pionowego bryty ma pésta

m (t; w) = —RZ (t; ) 3

gdzie reakcja potprzestrzeRf (t; w) dana jest zalmoscia wynikajaca z rozwi-
zania zagadnienia interakcji kinematycznej (2) :

RY (t; w) = Ky (0)w(t; @) + Cy ()W (t; ) 4)

Uwzglgdnienie zalenaosci (4) w réwnaniu ruchu (3) prowadzi do jednorodmeg
réwnania réniczkowego:

mw(t; w) + Cy(w)w(t; w) + Ky (w)w(t; w) =0,

ktérego rozwazanie postuluje giw postaci ruchu oscylacyjnego zesikcia
w 1 parametrem ttumienia:

—hteiwt i(w+ih)t

w(t; w) = wye = wye

Warunek istnienia rozweania oscylacyjnege # 0 ma posta

Ky(®)  (Cy(w)\? _
- (2) -t =0 ®)
Miejsce zerowe nieliniowego rownania (®f = w? jest czstaicia pionowych
drgaa wlasnych sztywnej bryly z ttumieniem radiacyjnyfal@wym) inercyjnej
pétprzestrzeni speystej. Po wyznaczeniu eztasci w®, parametr ttumienia
h oblicza s¢ ze wzoru
dy _ Cv(w?)

h(w®) = ——
Pomijagc tlumienie radiacyjne poiprzestrzeni w réwnaniy, (§. zaktadajc
Cy(w) = 0, otrzymuje s¢ inne miejsce zerowe* = ™, ktdre jest cgstaicia pio-
nowych drga wtasnych bryly bez tlumienia falowego. Zaklagajze podiae
jest nieinercyjne otrzymujeestzestasé drgar wkasnych brytywst ze wzoru

KSC
WSt = f_v
m

gdzie K3t = lin% Ky (w) jest pionowy statyczm sztywndcia potprzestrzeni
w—

sprezystej z wezami nataonymi przez sztywny niewdi stempel kotlowy. R
nice medzy w® i w™ reprezenty wptyw tlumienia radiacyjnego inercyjnej pot-
przestrzeni na estasci drgar wkasnych sztywnej brylty natomiastzréce me-
dzy niettumionymi cgstciciami w™ i wSt przedstawiaj wptyw inercji poie-
skaiczonego podiza spezystego.
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3. Analiza parametryczna

Analize parametryczyn pionowych drga wlasnych osiowosymetrycznej
masywnej sztywnej bryly zagdionej w podtau spezystym przeprowadzono
stosujc nasgpujacy zbior parametrow bezwymiarowych:

« wspdlczynnik zaghbienia bryly w podtau: H /1,

« wspdiczynnik masyb, = m/(prd),

« wsp6lczynniki czstaici: ay = wry/A/G/p; ad = ag(0); af = ag(w™);
ag’ = ap(w®),

« wsp6tczynnik thumienia radiacyjnego potprzestrzéiti:= hr,//G/p,

» wspolczynnik Poissona polprzestrzen 0.25.

Zagadnienie interakcji kinematycznej w uktadzietarpoiprzestrze roz-
wigzywano metog elementow brzegowych [11], ustal@jostateczsp dyskrety-
zack na podstawie testow numerycznych: na tweegL’, powierzchni kontaktu
I'? zastosowano elementy o didégpl, = A,/6, gdzie A, = (1/w)2m\/G/p
oznacza diug@ fali poprzecznej w potprzestrzeni, natomiast nargacej L5
powierzchni swobodnejf zastosowano elementy o diégbl, = A;/4, przy
czym efektywna ag¢ brzegulh podlegajca dyskretyzacji zaly od wielkdici
zagkbienia bryly w potprzestrzeni. Miejsca zerowe miglivego réwnania cha-
rakterystycznego wyznaczano numerycznie [7]. Waitarspotczynnikow cg-
stdici drgaax whasnycha$, a?, a3t oraz wspotczynnika ttumienid® obliczono
stosujc dyskretne wartmi wspotczynnika zagbienia bryly w poditau

H/ry € {0,0.25,0.5,1.0,2.0} oraz dyskretne warfoi wspotczynnika masy,
ogolnie od 1 do 10 cdb, =0.2, zmniejszajc przyrostyAb, w strefie duej
wrazliwosci ad. Wyniki analizy parametrycznej przedstawiono na 8¢6.

4. Wnioski

Wspotczynnik cgstdsci pionowych drga wiasnych bryly zagbionej
w jednorodnej inercyjnej pOtprzestrzeni systej jest kontrolowany przez
wspoétczynnik masy oraz wspoétczynniki sztywoioi ttumienia radiacyjnego
poétprzestrzeni. Strefy weglwosci wspotczynnika ogstasci drgar wkasnych na
zmiarg wspoétczynnika masy as zr&znicowane, z najwksz wrazliwoscia
w strefie granicznej warfoi wspotczynnika masy, rozdziedagj ruch oscyla-
cyjny od nieoscylacyjnego. Ponadto graniczna wsanespotczynnika masy ro-
$nie wraz ze wzrostem wspotczynnika zdoggnia. Istotny wptyw ttumienia ra-
diacyjnego péiprzestrzeni i wielka zagkbienia bryty w podtau na jej piono-
we drgania wtasne jest widoczny na tle wyznaczoroghtosci drgaa wlasnych
bez ttumienia radiacyjnego podiinercyjnego. Zbior ¢astasci drgar wiasnych
bryty na podtau nieinercyjnym o sztywrigi statycznej jest dobrym uktadem
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odniesienia do odpowiedzi na pytanie, kiedy uwdgienie dynamicznej inte-
rakcji w analizowanym zagadnieniu jest konieczne.
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Rys. 2. Zalenoé¢ bezwymiarowych agtdéci drgah wlasnychad, a?, a3t i wspdtczynnika
tumieniad? od wspétczynnika masly,: sztywna bryta na powierzchni pétprzestrzeni

Fig. 2. Variation of dimensionless eigenfrequendgsiy, ast and damping ratié with
the mass ratid,: rigid body on half-space
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Rys. 3. Zalenos¢ bezwymiarowych agtdici drgar wlasnychad, a?, a3t i wspéiczynnika
tumieniad? od wspétczynnika masly,: zagkbienie brytyH /v, = 0.25

Fig. 3. Variation of dimensionless eigenfrequenagsiy, at and damping ratié¢ with
the mass ratid,: the embedment ratid/r, = 0.25
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Rys. 4. Zalenoé¢ bezwymiarowych ogtcéci drgah wiasnychag, al, at
nias? od wspéiczynnika mask,: zagkbienie brytyH /r, = 0.5

i wspétczynnika ttumie-

Fig. 4. Variation of dimensionless eigenfrequendi§sa?, aj® and damping ratid® with the
mass ratidh,: the embedment ratid /1, = 0.5
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Rys. 5. Zalenosé bezwymiarowych agtdéci drgai wiasnychag, al, ast i wspotczynnika tlumie-
nias? od wspéiczynnika masly,: zagtbienie brylyH /r, = 1

Fig. 5. Variation of dimensionless eigenfrequendi§sal, aj’ and damping ratid? with the
mass ratid,: the embedment ratii /7, = 1
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Rys. 6. Zalenos¢ bezwymiarowych agtdici drga wlasnychad, a?, a3t i wspéiczynnika
tlumieniad® od wspétczynnika masly,: zagkbienie brytyH /r, = 2

Fig. 6. Variation of dimensionless eigenfrequenagsiy, at and damping ratié? with
the mass ratid,: the embedment ratiéf /7, = 2
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VERTICAL EIGENVIBRATION OF AXISYMMETRIC RIGID BODY
EMBEDDED IN AN INERTIAL ELASTIC HALF-SPACE

Summary

An analysis of vertical eigenvibration of a massad@symmetric rigid body embedded
in a uniform elastic half-space is presented. Toregiex-value stiffness of the half-space with the
constrains imposed by the rigid body has been nétairom the solution of a mixed axisymmetric
boundary value problem of the dynamic elasticitythiy boundary element metod in the frequency
domain. The real part of the complex-valued stéfeepresents the stiffnes and interia of the
medium while the imaginary part describes the dampiue to energy dissipated by waves propa-
gating away from the foundation (radiation dampirgfiffness and damping coefficients of the
half-space are frequency dependent.

Eigenfrequency of the rigid body with the constsaimposed by the inertial elastic half-
space is the root of nonlinear characteristic égnafrhe analysis of the eigenvibration has been
realized using the dimensionless parameters: embeidmtio, mass ratio, frequency ratio and
radiation damping ratio. Variation of dimensionlesgenfrequency and damping ratio with the
mass and embedment ratios are presented. Dimeessoeigenfrequencies at neglected radiation
damping and in the case of a massless elastic meatie also computed. The differences between
the damped and undamped eigenfrequencies reptbseeffects of radiation damping and interia
of the half-space.

Keywords: eigenfrequencies, dynamic interaction, boundagyneht metod, nonlinear chracteris-
tic equation
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