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FUNKCJA NIEZAWODNOSCI I CZAS
BEZAWARYJNEJ PRACY ODPOWIADAJACY
WYKEADNICZEJ INTENSYWNOSCI USZKODZEN
NA PRZYKELADZIE NIEZAWODNOSCI ZAPOR

Funkcja niezawodnosci odgrywa w nauce o niezawodnosci podstawowa rolg, gdyz
pozwala na obliczenie prawdopodobienstwa uszkodzenia w okre§lonym czasie 7.
Aby obliczy¢ funkcje niezawodnosci nalezy obliczy¢ catke z funkcji intensywno-
$ci uszkodzen. W dotychczasowej praktyce obliczen niezawodno$ci stosowano
funkcj¢ intensywnosci uszkodzen, ktdra jest stata w czasie. W niniejszym artykule
zostal przedstawiony sposéb obliczen funkcji niezawodnosci oraz $redniego czasu
bezawaryjnej pracy w przypadku, gdy intensywno$¢ uszkodzen jest funkcja wy-
ktadnicza. Funkcja wyktadnicza moze znalez¢ zastosowanie, w poczatkowej fazie
istnienia wyrobu techniki, gdy intensywno$¢ uszkodzen szybko maleje w czasie.
W wyniku przeprowadzonych obliczen uzyskano wzory na funkcj¢ niezawodnosci
R oraz $redni czas zycia Ts. Obliczenia przeprowadzono na przyktadzie zapér. Na
podstawie danych o katastrofach zap6r zbudowano histogram intensywnoS$ci
uszkodzen. Do histogramu dopasowano funkcj¢ wyktadnicza metoda najmniej-
szych kwadratéw. Nastgpnie obliczono funkcj¢ niezawodnosci oraz $redni czas
bezawaryjnej pracy. W rezultacie obliczen uzyskano warto$¢ sredniego czasu bez-
awaryjnej pracy Ts = 53817 lat oraz mediany czasu bezawaryjnej pracy
Ty = 37302 lata. Duze wartosci Ts i Ty, wynikaja z faktu, Ze brak jest danych o ka-
tastrofach zap6r wynikajacych z proceséw starzenia, gdyz zdecydowana wigkszo$¢
budowli pigtrzacych zostata zbudowana w XX w.
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czas bezawaryjnej pracy
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1. Wprowadzenie

Funkcja wyktadnicza, jako funkcja intensywnosSci uszkodzen, odgrywa
w teorii niezawodno$ci szczegdlng role. W zaleznos$ci od tego czy podstawa jest
mniejsza czy wigksza od jedno$ci, bedzie to funkcja szybko malejaca, lub szyb-
ko rosnaca. Podobnie zachowuje si¢ funkcja intensywnoS$ci uszkodzen. W po-
czatkowej fazie istnienia wyrobu techniki jest to funkcja szybko malejaca,
w koncowej szybko rosnaca (rys 1). Czyli w poczatkowej i konicowej fazie ist-
nienia wyrobu techniki funkcja intensywnosci uszkodzen A(f) moze by¢ funkcja
wyktadniczg postaci:

A)=a+bld (1)

gdzie: a, b, c —state,b#0,c >0,
t— czas,
A(t)- funkcja intensywnosci uszkodzen.

At) A

\ /

Rys. 1. Typowy ksztatt funkcji intensywnosci uszkodzen, na podstawie [1]

Fig 1. Typically shape of the failure rate function, based on [1]

2. Wyznaczenie charakterystyk niezawodnosciowych

2.1. Funkcja intensywnosci uszkodzen

Funkcje¢ intensywnosci uszkodzen wyznacza si¢ na podstawie praktycznych
obserwacji, zliczajac uszkodzenia jakie wystepuja w przyjetej jednostce czasu
[2]. Nastepnie, stosujac wzor (2) obliczamy histogram funkcji intensywnosci
uszkodzen:
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n(t,t +At)

A ()= N(1) At

2

gdzie: Ay — histogram funkcji intensywnosci uszkodzen,
n — liczba elementéw, ktore ulegly uszkodzeniu w przedziale czasu
(t,t+4r),
N — liczebnos¢ proby w chwili ¢.

Nastepnie do histogramu dopasowujemy wybrang funkcje metoda naj-
mniejszych kwadratéw. Dopasowywana funkcja w szczegdlnosci moze byc
funkcja wyktadnicza (1).

2.2. Funkcja niezawodnoSci

W ogdlnosci funkcja niezawodnosci wyraza si¢ [3] wzorem:
t

R() = exp(| = A(0) d1) 3)
0

gdzie: R(?) — funkcja niezawodnosci,
A(?) — intensywno$¢ uszkodzen,
t—czas,
T — zmienna catkowania,

Podstawiajac za funkcj¢ intensywnosci uszkodzen funkcje wykladnicza (1)
otrzymujemy:
t

_ (o _ ___ b .
R(t)—exp(!)‘ a-b)dr exp( ar m(c)u:lj

=exp(—al]‘— b ' + b ] 4)
In(c) In(c)

2.3. Sredni czas bezawaryjnej pracy

Sredni czas bezawaryjnej pracy Ts definiowany jest jako:
T, = [R() dt. )
0

Podstawiajac do wzoru (5) funkcj¢ niezawodno$ci R(f) wyrazona wzorem (4)
otrzymujemy:
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2 b b
T.=|exp| —all- ' + dr. (6)
s l p( In(c) ln(c)J

Taka catke nie da si¢ obliczy¢ w analityczny sposéb [4], [5]. Jedyna metoda
uzyskania wyniku jest rozwigzanie numeryczne.
Wariancja czasu bezawaryjnej pracy wyraza si¢ wzorem [6]:

o; = ]oZt [R(t) dt —U R(t) dtj = TZI (R(t) dt—Ty.

W rozwazanym przypadku wynosi ona

JﬁZJ‘Zt[}Xp -—all- b ' + b dr-T;. 7
0 In(c) In(c)

I podobnie jak catka (6) nie da si¢ jej policzy¢ w analityczny sposéb.
2.4. Mediana czasu bezawaryjnej pracy

Aby obliczy¢ mediane czasu bezawaryjnej pracy Ty, nalezy rozwiazaé row-
nanie:

R(T,)=0.5. ®)
Stad

0,5=exp| —ali- b ' + b
In(c) In(c)

b 7+ b
In(c) In(c)

In(0,5) =—ald-

Rozwigzanie powyzszego rownania bez problemu uzyskuje si¢ na drodze nu-
merycznej, stosujagc w dowolnym arkuszu kalkulacyjnym funkcje ,,szukaj wyniku”.

3. Przykiad obliczen — niezawodnos$¢ zapor

3.1. Materiat

Wszystkie dane o zaporach i ich katastrofach zostaly zaczerpnigte z Biule-
tynu nr 99 [7]. Analizowany jest okres do 1986 r. Liczba analizowanych zap6r:
17 406. Liczba zapdr, ktore ulegly katastrofom: 176. Podane dane nie obejmuja
Chin. Przed dalszymi obliczeniami dane nalezato ujednolici¢, gdyz w podanym
zbiorze byly dane niekompletne, a takze dane o katastrofach na etapie budowy
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zapory. Poniewaz obliczane charakterystyki niezawodnosciowe jak intensyw-

no$¢ uszkodzen, czy funkcja niezawodno$ci dotycza okresu eksploatacji, dane

o katastrofie na etapie budowy nie moga by¢ brane pod uwage. Dlatego z bada-

nego zbioru wykluczono nastepujace przypadki:

* niekompletne dane o 15 katastrofach zap6r. Nie byta znana data budowy zapo-
ry - 13 przypadkéw, lub nie bylo podane, czy katastrofa nastgpita w trakcie
pierwszego napelniania, czy juz w trakcie eksploatacji - 2 przypadki,

* katastrofy w trakcie budowy zap6r, przed oddaniem jej do eksploatacji. Takich
katastrof byto 15. Ale tylko w jednym przypadku zrezygnowano z dalszej bu-
dowy. W pozostatych zapory zostaty odbudowane.

Czyli do dalszej analizy, przyje¢to:

* liczbg zapor 17 406 — 15 -1 =17 390,

* liczbe katastrof zap6r 176 — 15 — 15 = 146.

Najdtuzszy czas zycia zapory od budowy do katastrofy wynosit 236 lat.

3.2. Metody

Na podstawie danych o katastrofach zap6r wyznaczono zgodne ze wzorem (2)
histogram funkcji intensywnosci uszkodzen Ay(7). Warto$¢ histogramu oraz po-
szczegllnych jego sktadnikoéw pokazano w tab. nr 1 oraz na wykresie (rys. nr 2).
W tabeli wykazano tylko te lata, w ktorych liczba katastrof byta wigksza od zera.

Do obliczonego histogramu dopasowano metoda najmniejszych kwadratow
funkcje wyktadnicza postaci (1).

A =a+bl2'. )

gdzie: a, b, c — state estymowane metoda najmniejszych kwadratow,
A(t) — funkcja intensywnosci uszkodzen,

1 — czas.

0,0025
0,002
= 00015
0,001

0,0005 i

0 I el gl s : : :
0 50 100 150 200
t

Rys. 2. Histogram funkcji intensywnosci uszkodzen dla zapér

Fig. 2. The histogram of the failure rate function of dams
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Tabela 1. Histogram funkcji intensywnosci uszkodzen

Table 1. The histogram of the failure rate function

t | n(t+Ar) N(?) Au(®) t n(t+Ar) N() Au(®)

0 35 17390 2,013E-03 26 1 17274 5,789E-05
1 5 17355 2,881E-04 28 1 17273 5,789E-05
2 10 17350 | 5,764E-04 || 29 1 17272 | 5,790E-05
3 12 17340 | 6,920E-04 || 30 3 17271 1,737E-04
4 4 17328 2,308E-04 33 1 17268 5,791E-05
5 6 17324 3,463E-04 35 1 17267 5,791E-05
6 7 17318 | 4,042E-04 || 38 1 17266 | 5,792E-05
7 4 17311 | 2,311E-04 || 42 1 17265 5,792E-05
8 4 17307 2,311E-04 43 2 17264 1,158E-04
9 2 17303 | 1,156E-04 || 44 1 17262 | 5,793E-05
10 1 17301 | 5,780E-05 | 48 1 17261 5,793E-05
11 3 17300 1,734E-04 50 1 17260 5,794E-05
12 2 17297 1,156E-04 51 2 17259 1,159E-04
13 1 17295 | 5,782E-05 || 52 1 17257 | 5,795E-05
14 2 17294 | 1,156E-04 || 54 1 17256 | 5,795E-05
15 2 17292 1,157E-04 56 1 17255 5,795E-05
16 1 17290 5,784E-05 58 1 17254 5,796E-05
17 2 17289 | 1,157B-04 || 59 1 17253 5,796E-05
18 2 17287 1,157E-04 60 2 17252 1,159E-04
19 2 17285 1,157E-04 63 1 17250 5,797E-05
20 2 17283 | 1,157B-04 || 69 1 17249 | 5,797E-05
21 2 17281 1,157E-04 83 1 17248 5,798E-05
22 1 17279 5,787E-05 || 117 1 17247 5,798E-05
23 1 17278 | 5,788E-05 || 118 1 17246 | 5,798E-05
24 1 17277 | 5,788E-05 || 236 1 17245 5,799E-05
25 2 17276 1,158E-04

Dopasowanie funkcji A(#) do histogramu wykonano z pomocg programu do
analizy danych OriginPro 2015, wykorzystano opcje ,nonlinear fitting” —
,-dopasowanie nieliniowe” oraz funkcje ,,asymptoticl” w zbiorze funkc;ji ,.,expo-
nential”. W procesie dopasowania uwzgledniono takze te lata, dla ktérych liczb
katastrof wynosita zero. W rezultacie otrzymano nastgpujace warto$ci statych:

a=186007+4,700°
b=1,6700"+6,6007
c=0,6004+22007"

(10)

Wykres funkcji A(f) pokazano na rys. nr 3. Réznice pomig¢dzy histogramem
a wartoscia dopasowanej funkcji pokazane sg na rys. nr 4.
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Rys. 3. Funkcja intensywnosci uszkodzen dopasowana do histogramu

Fig. 3. The failure rate function matched to the histogram

Poprawnos$¢ dopasowania mozna stwierdzi¢ stosujgc rézne testy statystycz-
ne. Jednym z nich jest test chi-kwadrat. Statystyce chi-kwadrat [8] podlega wiel-
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Rys. 4. Réznica pomigdzy warto$ciami histogramu i funkcji dopasowanej
Fig 4. The differences between the histogram values and the values of the
estimated function



302 L. Opyrchat, A. Bak

» (A, ()-A0))
¥R ) a

gdzie: A’(Au(1)-A(1) - kwadrat biedu réznicy Au(2)-A(t),
N —liczba obserwacji, czyli lat,
r — liczba estymowanych parametréw funkcji (9), czyli 2.

N (Ay(1)-N(1)) - kwadrat btedu wyznaczenia réznicy Ay(f;)-A(f;). Btad wyzna-
czenia roznicy obliczany jest za pomocg metody rézniczki zupetnej [9].

A(/1H (ti) _/](ti)) =40, (ti) + M(ti)
gdzie: AAy - btad wyznaczenia histogramu funkcji intensywnosci uszkodzen,
AN — blad wyznaczenia funkcji intensywnosci uszkodzen.

Ta samg metodg stosujemy do wzoru (2) w celu wyznaczenia AAy. Pamigtajac,
ze At jest warto$cia stalg otrzymujemy:
An(t, t.) AN(t,
M= N A
N@ )W N°(t,) At

W dalszych obliczeniach przyje¢to, Ze btad obliczenia liczby uszkodzonych zap6r
An w przedziale Ar oraz blad wyznaczenia nieuszkodzonych zapér AN(z;) jest
staty i wynosi 1,0, gdyz liczbe zapdr zliczamy z doktadnoscia jednej sztuki.
Testowana jest hipoteza: histogram Ay(f) moze by¢ przyblizony funkcja
At) = 1,86-10°+1,6710°-0,6004". Warto$¢ statystyki chi-kwadrat, zdefiniowana
sumg (11) obliczono w arkuszu kalkulacyjnym i wyniosta ona x° = 207,4. Na-
tomiast warto$¢ krytyczna, dla liczby stopni swobody wynoszacej 237-1-2=234
1 przyjetego poziomu istotnosci a = 0,05 wynosi 270,7. Stwierdzamy, ze nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy réwnosci histogramu i funkcji dopasowane;.

3.3. Wyniki

Podstawiajac warto$ci uzyskanych parametréw (10) do wzoréw (9) i (4)
otrzymamy:

funkcje intensywnosci uszkodzen
A() =1,86007 - 1,67 007 [0,6004' katastrof/rok, (12)
funkcje niezawodnosci

R(t) =exp(3.27007 ~1,86 007 7 +3,27 007 [0,6004') (13)
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Wykres funkcji niezawodno$ci pokazany jest na rys. nr 5.
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Rys. 5. Wykres funkcji niezawodnosci dla zapor

Fig. 5. Plot of reliability function for dams

W celu obliczenie $redniego czasu bezawaryjnej pracy nalezy siegna¢ po
rozwiazanie numeryczne [4]. Otrzymujemy wynik

T, = [exp(3.27 007 =186 007 [ +3,27 007 [0,6004 ) dr = 5423 11at.
0

Wariancje¢ Ts obliczamy zgodnie ze wzorem (7). Po podstawieniu uzyskanych
warto$ci parametréw (10) oraz czasu T otrzymujemy réwnanie na 0°r:

o7 = [20[exp(3.27007 ~186 1107 [7+3,270107 [0.6004') dr — 5423
0

Po wykonaniu catkowania numerycznego [4] otrzymujemy, ze wartos¢ wariancji
czasu bezawaryjnej pracy wynosi:

o, =5.8628200° -2,94100° =2,9218200".

Czyli odchylenie standardowe bezawaryjnego czasy pracy ma warto$c:

0, =07, =+/2.9218200° = 54053 lat.
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W celu oceny wptywu btedu estymacji parametréw funkcji intensywnos$ci
uszkodzen na $redni czas bezawaryjnej pracy Ts nalezy postuzy¢ sie metoda
rézniczki zupetne;j:

0 AT,
da

0ATy| ) |9 AT
| b |

[DAa +
| dc |

AT, :‘ Ac. (14)

Poniewaz parametr ¢ >0, to funkcja Ts(f) jest ciagta oraz jej pochodne czastko-
we wzgledem parametréw a, b i c istnieja i sg ciggle. Zatem mozna wykonad
rézniczkowanie pod znakiem catki [10]. Obliczamy pierwszy czion formuty
(14):

ma=—jexp(—aﬂ— b [¢' + b jdtma:

Warto$¢ powyzszej catki obliczona numerycznie wynosi -2,93-10°. Mnozac
przez Aa = 4,7-10° i biorac warto$é bezwzgledna otrzymujemy:

‘a =Xy W 1,37 00"

a

Obliczamy drugi czton formuty (14)

‘a AT,
ob

mb=i exp(—aﬂ— b L' + b

dt[N\b =
oby In(c) ln(c)j

:j(— ¢ +CJEXp(—aB— LA Y jdtmb
o\ In(c) In(c) In(c)

Wartos¢ powyzszej catki obliczona numerycznie wynosi 32556. Mnozac przez
Ab = 6,57-10” otrzymujemy:

Db =2,14.

‘a AT,

Obliczamy trzeci czton formuty (14).
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0 AT mc=ijex -ali- b (¢ + b dt [Nc =
dc dc) In(c) In(c)
o t '™ On(c) - lc’ b b

=[| - ¢ -7 |exp-all-—— [ +b&|dit (De=
0 In“(¢) cn”(c) In(c)

=j— b c"‘(t[l]nc—l—lj@x —al-—Y w b larne
0 c In(c)

Warto$¢ powyzszej catki obliczona numerycznie [4] wynosi 0,077. Mnozac
przez Ac = 2,17-107 otrzymujemy:

‘6 AT [(Ac =0,0017.

dc

Sumujgc warto$ci wszystkich cztonéw formuty (14) otrzymujemy w zaokragle-
niu:

ATS =13700.
Zatem

T, = 54230 +13700.

Median¢ czasu bezawaryjnej pracy Ty, otrzymujemy takze na drodze numerycz-
nej, szukajac rozwigzania réwnania R(f) = 0,5. Czyli szukamy rozwiazania réw-
nania:

exp(L0030107 ~ 1,86 0107 [T, +3,27 107 [0,6004™ )= 0.5.
W wyniku obliczen przeprowadzonych za pomoca arkusza kalkulacyjnego
otrzymujemy:

Ty =37130 lat.

3.4. Dyskusja

To, ze w wyniku obliczen otrzymano duze wartosci $redniego, bezawaryj-
nego czasu pracy Ty = 54231 lat, czy mediany bezawaryjnego czasu pracy
T),= 37130 lata, nie oznacza, ze zapory s3 dziesieciokrotnie trwalsze od egip-
skich piramid. Bowiem w wejSciowym zbiorze danych, nie bylo zapér, ktdre
ulegty katastrofie na skutek starzenia si¢. Wynika to z faktu, ze zdecydowana
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wiekszo$¢ zapdr zostata zbudowana w XX w i jak do tej pory nie zanotowano
katastrofy zapory spowodowanej skutkami starzenia si¢ materialéw. Trzeba tak-
ze zauwazyc, ze zapory sg stale eksploatowane i podlegaja konserwacjom, Zapo-
ra pozostawiona bez konserwacji ulegnie szybkiej degradacji i w konsekwencji
katastrofie. Dlatego uzyskany rezultat nalezy interpretowac tylko w zakresie ka-
tastrof spowodowanych bledami posadowienia spowodowanych niewystarczajg-
cym rozpoznaniem geologicznym, btedami projektowymi, w tym zaprojektowa-
niem niewystarczajacego wydatku urzadzen upustowych, bledami wykonaw-
czymi popetnionymi w tracie budowy oraz powaznymi zaniedbaniami eksploat-
acyjnymi.

Watpliwos¢ moze budzi¢ takze zastosowana metodyka. Zapora zostata po-
traktowana jako uktad nieodnawialny mimo, ze przeciez wszystkie zapory pod-
legaja okresowym naprawom. Czy w zwiazku z tym nie nalezato traktowac¢ za-
pory jako uktadu odnawialnego. Jednakze, calkowite oprdéznianie zbiornika
w celu wykonania remontu zapory jest rzadkoscig. Zdecydowana wigkszo$¢ re-
montéw wykonywana jest przy nieznacznym obnizeniu pi¢trzenia. W Polsce
wykonano taki remont tylko dla zapory Wista-Czarne, oraz dla zbiornika gérne-
go elektrowni Zar-Porgbka. Niestety nie ma zebranych danych w tym zakresie,
aby mozliwe byto przeprowadzenie bardziej szczegétowych rozwazan.

W uzyskanym rozwigzaniu zaskakuje duza warto$¢ dyspersji Sredniego
czasu bezawaryjnej pracy T, ktdra stanowi 99,9% wartos$ci Ts. Warto$¢ ta wyni-
ka z samego charakteru rozkladu i nie jest jasne, dlaczego jest az tak duza. War-
to$¢ bledu ATy wyznaczenia $redniego bezawaryjnego czasu pracy, wynikajaca
z rozrzutu danych oraz z estymacji funkcji intensywnosci uszkodzen A(f) wynosi
25% Ts, co tez nie jest matg wartoscig. Dlatego uzyskane wyniki moga mie¢ je-
dynie orientacyjny charakter.

Obliczenie $redniego czasu bezawaryjnej pracy Ts w przypadku, gdy funk-
cja intensywnosci uszkodzen jest funkcja wykladnicza nie jest mozliwe w spo-
sob analityczny i trzeba si¢ postuzy¢ catkowaniem numerycznym, ktére zawsze
jest obarczone, czgsto trudng do oszacowania, niedoktadno$cia, zwlaszcza ze
przedzial catkowania rozciagniety jest do nieskonczonosci. Dlatego, w przedzia-
tach gdy funkcja intensywnosci uszkodzen jest szybko zmienna — rosnaca lub
malejaca, wlasciwsze wydaje si¢ aproksymowanie jej nie funkcja wyktadnicza,
tylko eksponencjalng. Wtedy obliczenie Ts jest mozliwe w analityczny sposéb
[11], podobnie jak w przypadku gdy funkcja intensywnos$ci uszkodzen jest li-
niowa [12].
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THE RELIABILITY FUNCTION AND MEAN TIME TO FAILURE
RESPECTIVE TO THE EXPONENTIAL FAILURE RATE ON THE
EXAMPLE OF DAMS RELIABILITY

Summary

The reliability function plays a fundamental role in the reliability, as it allows to calculate the
probability of failure in a given time ¢. To calculate the reliability function should be calculate the
integral of the failure rate function. In current practice, the reliability calculation used failure rate
function, which is constant in time. This article describes how calculations of the reliability and
mean time to failure in the case where the failure rate is an exponential function. The exponential
function can be used in the initial phase of the existence of product technology when the intensity
of damage decreases rapidly with time. As a result of calculations formulas for the reliability func-
tion R and the meat time to failure 75 were obtained. Calculations were performed on the example
of dams. On the basis of data on disasters dams the histogram of intensity of damage was built.
Histogram was fitted by an exponential function using the least square fitting method. Subsequent-
ly, the reliability function, mean time to failure and median time to failure were calculated.
As aresult of calculations obtained value of the meat time to failure 75 = 53 817 years, and the
median time to failure of T, = 37302 years. Large values of Tgand T}, are due to the fact that there
is no data on disasters dams resulting from the aging process.
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