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FUNKCJA SUM HARMONICZNYCH W SKROCONEJ
PROCEDURZE OZNACZANIA ZESPOLONEGO
MODULU SZTYWNO SCI MMA

W standardowej procedurze oznaczania sztyeinmieszanek mineralno-asfalto-
wych w funkcji czstotliwosci obcizenia, powszechnie stosuje shetod bada
prébek obcizonych ser funkcji sinusoidalnych. W zateosci od przygtego wa-
chlarza deklarowanych przez laborantestatliwosci, procedura z seribada sta-
nowi procedug inwazyjrn, zwigkszapc jednoczénie prawdopodobiestwo wyss-
pienia zjawisk zreczeniowych w badanych prébkach podczas realizowsia.
W pracy, w miejsce powszechnie stosowanej procedapyoponowano ohgie-
nie w formie funkcji utworzonej jako sumy funkcjaimonicznych. Na podstawie
analizy wynikow bada sztywndaci prébki belkowej wykazanase proponowane
podefcie wyranie skraca czas procedury oznaczania zespolonedatmeztyw-
nosci, a r&nice medzy standardowym egiem a tym proponowanym w pracy S
w przewaajgcej wickszaci mniejsze ni 2 %.

Stowa kluczowe:modut sztywnéci, mieszanki mineralno-asfaltowe, transformata
Fouriera, analiza ¢stotliwosciowa

1. Wprowadzenie

Przyjecie do obliczé mechanistycznych [9], modelu wiernie odwzorowu;j
cego rzeczywiste warunki pamog w nawierzchni (np. model termo-
dynamiczny [7] czy model z nieliniowymi materiatamarstw [10]) wize sk
z koniecznécia wiaczenia do analizy parametrow, dla ktorych éleeie warto-
Sci jest czsto kiopotliwe w praktyce. W nagtstwie, w modelach obliczenio-
wych stosuje giszereg uproszcaektére prowadg do znanych modeli sgrys-
tych w postaci: MET (Method of Equivalent ThickngpY, LET (Layers Elastic
Theory) [5], FEM (Finite Elements Method) [6], BEMBoundary Elements
Method) [1] czy SEM (Spectral Element Method) [NhAwiazujac chociaby do
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warstw z mieszanek mineralno-asfaltowych, ktéryetywnas¢ zalery od tem-
peratury i czasu trwania olgenia, ograniczenia modeli spystych mana
W pewnym stopniu zaghi¢ modelowaniem uktadéw lepkosgystych.Zrédlem
lepkospezystych parametrow modeli warstw z MMA mphy¢ metody przed-
stawione w pracach [8,12]. W przypadku wykorzystametody [12], wymaga
sie przeprowadzenia bafi@robek laboratoryjnych zgodnie z nayid4]. Prébki
obcigza sk funkcjami sinusoidalnymi o wiej czstotliwosci, a rezultatem ta-
kich testéw § wartdci zespolonych modutéw sztywsm. Praktycznym jednak
ograniczeniem metody jest potencjalnieziwe zjawisko niekontrolowanego
zmeczenia testowanej probki. W tzw. testackstatliwosciowych (ang. sweep
frequency) [2], pomimo zaken 0 matych wartéciach odksztatcenia i minimal-
nej liczbie przylaonych do prébki obgizen, nie mana bowiem wykluczy
wplywu mikrosgkan na oceniasp sztywnad¢. Sytuacja wyglda podobnie
w przypadku budowania krzywych wiggych [11].

2. Cel pracy i zakres

Za cel pracy przyjo relacg z préby wdragenia skroconej procedury ozna-
czenia sktadowych zespolonego modutu sztyehamieszanek mineralno-
asfaltowych w szerokim zakresie¢smtliwosci. Podstaw metody § wyniki
bada prébki pryzmatycznej z mieszanki mineralno-asfatp(MMA), podda-
nej obcgzeniom ztaonym z sumy funkcji harmonicznych.

3. Analiza castotliwosciowa

Analize czestotliwosciowa [13] stosuje & do przetwarzania sygnatdw,
a dokfadniej do oksania czstotliwosci sktadowych zawartych w przebiegu
czasowym funkcji. Podstawanalizy stanowi tzw. transformacja Fouriera (1),
ktora opracowat francuski matematyk Jean Baptiste JoBephier.

F(§) = [° f(t) - e2mi%qt (1)

gdzie:t oznacza czas [s], a argument transforndabkresla czstotliwose
[Hz=1/s]. W praktyce transformatouriera wykonuje sidla danych dyskret-
nych, dla ktérych cakk zastpuje sé sumy (2), znag z literatury jako szybka
transformata Fouriera (ang. Fast Fourier Transf&iAT,).

2-Tri

Fe=YN2f cemn ™ k=01,..,N-1 )

gdzie: n - numer probki sygnatf}, - warté¢ n-tej prébki sygnatu, k - numer
harmonicznej, N - liczba prébek sygnatu, i - jedkasirojona.

Bezpdgrednim wynikiem zastosowania dyskretnej transfoymBouriera
jest cig liczb zespolonych, ktdrego elementy@zyporadkowane odpowied-
nim czstotliwosciom. Poprzez obliczenie modutu z liczby zespolpoeyskuje
si¢ wartasci amplitudy, a cgs¢ urojona z logarytmu naturalnego liczby zespolo-
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nej jest rowna &owi fazy pocatkowej sygnatu, co w przeteniu na zapis ma-
tematyczny mgna zapis&w postaci symbolicznej wyranej wzorami (3, 4, 5).

Fk = Xk + ykl (3)
abs(Fy) = /xﬁ +y& = Ay (4)
im(In(Fy)) = @k ()

gdzie:Ay i @y - odpowiednio amplituda igk fazy pocztkowej sygnatu skfado-
wego dlak-ej czstotliwosci.

Wykorzystupc w obliczeniach opisanlogike, oznaczeniu podlegawidma:
czestotliwosciowe (wyznaczenie amplitud) i fazowe (obliczenieggungcia sygna-
tu w fazie wzgtdem pocatku ukladu wspétrednych), co w dalszej kolejgci mo-
ze prowadzt do oznaczenia sktadowych zespolonego modutu seépiviiiMA.

4. Metodyka

Sednem skrdéconej procedury laboratoryjnej jesttaneardowe obgienie
probki MMA. Podczas testu, zamiast generéwemaszynie obgienie sinuso-
idalne o ranej czstotliwasci, prébka zostaje poddana of¥@niu funkcy zto-
zomg z sumy funkcji harmonicznych (w skrécie funkcjarstnarmonicznych).
Syntetyczpg funkcje sum harmonicznych, na ktosktadaj sie trzy funkcje sinus
o czstotliwosci 5, 15 i 20 Hz orazdcie fazy pocgtkowej rownej odpowiednio

g, %, E przedstawiono na rysunku (1) wraz z funkcjamadkivymi i widmami.
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Rys. 1. llustracja graficzna funkcji obgénia ziaonego z sum harmonicznych: a) funkcja sum
harmonicznych, b) skladowe harmoniczne, c) widmplémlowe, d) widmo fazowe

Fig. 1. Graphic illustration of the load obtaineitivthe sum of harmonic load function: a) sum
of harmonic load function, b) harmonics componeptamplitude spectrum, d) spectrum phase
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Poprzez analogido syntetycznego wzorca pokazanego na rysunkzdig;
jestrowane w trakcie bafidaboratoryjnych przemieszczenia ina traktowa jako
sygnat, na ktéry sktadagic wptywy od wymuszonego olzienia w postaci sumy
funkcji harmonicznych. Analiza ¢gtotliwosciowa zaréwno dla sygnatu obzenia
jak i przemieszczenia stanowizjyrost, droge do obliczenia warkei amplitud
i faz pocatkowych odpowiadarych okrglonym czstotliwosciom. Biomc pod
uwag schemat statyczny belki pryzmatycznej zginandyrstanomentem, skia-
dowe zespolonego modutu sztywoidVIMA s3 opisane wzorami (6, 7).

E; =v- (- cos(d) + - w?) (6)

103
E; =y- (- sin(¢)) (7)

gdzie: E,, E, - odpowiednio rzeczywista i urojonaeéz modutu zespolonego
[MPa], y - wspdbitczynnik ksztattuy - wspodtczynnik masyF - obcihzenie [N],
z - przemieszczenie [mmé - kat przesunjcia fazowego 9], w - czstotliwosé
funkcji obchzenia [Hz].

O ile wartdgci F i z odpowiadajce okrélonej czstotliwosci mozna bezpo-
srednio odczyta z otrzymanych widm amplitudowych, przestoie fazowe na-
lezy obliczy¢ z r&znicy wartaci katow faz pocatkowych danej wzorem (8).

¢ =@, — @r (8)

gdzie: ¢,, @r — katy fazy pocatkowej odpowiednio funkcji przemieszczenia
i obcigzenia dla okréonej czstotliwosici.

5. Eksperyment obliczeniowy

5.1. Oznaczanie zespolonego modutu sztywico

Do eksperymentu wykorzystano wyniki badaelki zginanej obaizonej har-
monicznie (4PB-PR wg PN-EN 12697-26:2012). OzndezetodutOw Sztywnri
przeprowadzono dla probek wytsich z warstw asfaltowych nawierzchni odcinka
testowegoscieralnej (BA 12 S - 4 probki) i podbudowy (BA 25 B probek). Za-
kres bada obejmuje cztery rine czstotliwosci obcazen harmonicznych (1, 5, 10,
20 Hz). Badania wykonano przy statej temperaturabegk rownej 16C.

5.2. Przygotowanie danych

Kierujac sk zasad superpozycji (zasada niezatesci dziatania obcizen),
wyniki bada metody 4PB-PR mana zsumowd co teoretycznie prowadzi do
obcigzenia w postaci funkcji sum harmonicznych. Przykiadefekty sumowa-
nia sygnatéw dla pojedynczej probki belkowej polejan warstwy podbudowy
asfaltowej przedstawiono na rysunku (2).
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Rys. 2. Dane weégiowe dla probki belkowej pobranej z warstwy podiowg: a i c) od-
powiednio sktadowe harmoniczne i funkcja sum haioamych obcizenia, b i d) od-
powiednio sktadowe harmoniczne i funkcja sum halioamych przemieszczenia

Fig. 2. The input data for the sample beam colteftem base course: a and c) respec-
tively harmonics components and the sum of harmioaid function, b and d) harmon-
ics components and the sum of harmonic displacefueation

Dla tak uzyskanych sygnaléw przemieszczenia igilciia przeprowadzo-
no analizy cegstotliwosciowe.

5.3. Wyniki obliczen

W tabeli (1) zestawionegsvartaci czgsci rzeczywistej i urojonej zespolo-
nego modutu sztywrsoi MMA. Zestawienie przedstawia zaréwno wyniki ebli
czehr dla belek pryzmatycznych olggonych ser funkcji sinusoidalnych o 6
nej czstotliwosci jak i pojedyncz funkcja sum harmonicznych. Symbolami El
i Ell oznaczono agci rzeczywist i urojorg, obliczone na podstawie wynikéw
bada prébek odpowiadagych warunkom obgizenia funkcj sum harmonicz-
nych. Analogicznie, symbole E1 i E2 oznagazgesci rzeczywiss i urojorg, ob-
liczone na podstawie wynikéw badarobek poddanych okgzieniom w ksztal-
cie funkcji sinus o rinej czstotliwosci.

6. Dyskusja

Przy standardowej procedurze oznaczania szt§gvmMdMA w funkcji cze-
stotliwosci obchazenia, powszechnie stosuje snetod bada probek obcjzo-
nych sera funkcji sinusoidalnych. Przyjmag okrelona sekwengj czstotliwo-
sci w kazdej serii, badania majedny niedogodné¢. Programujc bowiem sze-
roki wachlarz cgstotliwasci obcihzenia prébek, liczba cykli w naturalny sposéb
zaczyna mié wptyw na niemonitorowany rozwoj zjawisk zozeniowych w ba-
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Tabela 1. Zestawienie typowych wastdczgsci rzeczywistej (El oraz E1) i urojonej (Ell ora2)E
zespolonych modutéw sztywbei MMA, obliczonych dla wynikéw badaprobki obcizonej od-
powiednio funkcj sum harmonicznych jak i funkcjami sinus anéj czstotliwosci

Table 1. Summary of typical values of real part &8d E1) and imaginary (Ell and E2) complex
modules stiffness MMA, calculated for the test withded properly sum of harmonic load func-
tion and sine functions with different frequency

MMA Nro | f B | E1 8 El | E2 5
probki | [Hz] [MPal] [%] [MPa] [%]
1 6887,7 6889,1 0,02 2008,9 2010,6 0)08
5 9207,1 9232,3 0,27 20614 2078,p 0)85
1 10 10115,3 10106,9 0,08 2021,2 1975|6 2,26
20 10918,9 10820,7 0,90 1935,1 19333 0,09
BA Srednia rénica [%] | 0,32 Srednia rénica[%] | 0,82
25 p o] ]
1 5759,5 5760,9 0,02 1759, 175911 0)03
5 7667,6 7669,4 0,02 1849,3 184411 0,28
5 10 84547 8477,3 0,27 1892 4 1890, 0{14
20 9341,7 9285,8 0,60 1902,3 18521 2|64
Srednia rénica [%] | 0,23| Srednia rénica [%] | 0,77
1 4019,3 4020,3 0,02 1409,9 1409, 0)03
5 5682,8 5684,2 0,02 1527, 1530,p 0,23
6 10 6377,4 6368,1 0,15 1560,6 15218 2149
20 7068,1 6987,1 1,1% 15786 15081 4147
BA Srednia rénica [%] | 0,34 Srednia rénica[%] | 1,80
125 S
1 1824,9 1825,1 0,01 959,7 958,2 0,16
5 2768,9 2763,0 0,21 1231,6 1234.p 0)21
9 10 3305,9 32945 0,34 12242 12455 1|74
20 4010,2 4041,7 0,79 13919 1361,0 2{21
Srednia rénica [%] | 0,34| Srednia rénica[%] | 1,08

gdzie: f — czstotliwos¢ [Hz], § — r&znica wzgkdna [%]

danych prébkach MMA, na co wymaie zwracaj uwag przede wszystkim au-
torzy normy [14]. Analiza wynikow badalaboratoryjnych w ujciu zaréwno
standardowej procedury jak i tej proponowanej wcprpozwala zauwgy¢, ze
srednia wzgtdna r@nica medzy wartgciami czsci rzeczywistych (El i E1 —
odpowiedzialnych za prawidlowe oznaczenie amplitfudhkcji obcizenia) ze-
spolonych modutéw sztywrsoi MMA wynosi 0,26% (przy statystycznym roz-
stepie midzy skrajnymi wartéciami, rownym 1,15%). Warkd srednia
wzglednej r&nicy miedzy wart@ciami czsci urojonych (odpowiedzialnych za
oznaczenie warfgi kata fazy pocgtkowej funkcji obcizenia) jest rowna
1,21%, a maksymalna; 4,47%.

Warto wzi¢ réwniez pod uwag, ze proponowane rozazanie stwarza du-
ze prawdopodobiestwo skrécenia czasu prowadzenia liad®&tandardowo zale-
ca st np. 100 cykli obaizenia przypadagych na kada czestotliwosé. Decydu-
jac sk np. na sekwengjobchzen o czstotliwosciach 1, 5, 10, 15, 20, 25, 50 Hz,
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zgodnie z zaleceniami normy [14] pr@bkbchza sé 1400 razy (obovdzuje
réwniez sekwencja odwrotna). W przypadku proponowanej theteaktada si
ze kedzie to okoto 250 cykli. Mimo wszystko, dane teeaigljeszcze potwier-
dzi¢ w badaniach laboratoryjnych nagksz skak.

7. Podsumowanie i wnioski

W pracy przedstawiono rozgzianie opierajc sk na znanych zammosciach
lepko-spezystasci. Utrzymupc w mocy standardowe zafenia procedury ozna-
czania zespolonego modutu sztywecioMMA metodg belki pryzmatycznej, zgi-
nanej stalym momentem, wykorzystano twierdzenieriecat W miejsce po-
wszechnie stosowanej procedury z genjedynczych badeprébki MMA, pod-
dawanej kolejnym obgzeniom w ksztalcie funkcji sinus ondych czstotliwo-
sciach obcizenia, zaproponowano obgenie w formie funkcji utworzonej jako
sunt funkcji harmonicznych branych pod uwag standardowej procedurze.

Sformutowane w analizie wynikéw ba@lavnioski sugeryj, ze zaréwno
srednia wzgtdna r@nica midzy wartgciami czsci rzeczywistych (El i E1) ze-
spolonych modutéw sztywdoi MMA jak i érednia wzgédnej r&nicy miedzy
wartasciami czsci urojonych § mniejsze od 2 %. To oznacza istniej silne
podstawy do budowania baz danych o sedaosciach mieszanek mineralno-
asfaltowych w szerokim zakresieesiotliwosci obchzenia, postuguic sk skro-
corg wersp obowhzujagcej w laboratoriach drogowych procedury normowej
oznaczania sztywroi.

Nalezy réwniez podkreli¢, ze uzyskane wyniki stanowprzede wszystkim
podstaw do wyznaczenia kierunku dalszych bad#eryfikacji bowiem wciz
podlegag zardbwnosciezka analizy wplywu proponowanej metody na zmiany
w strukturze materiatu oraz zachowanie lepk@smte w zalenosci od tempe-
ratury badania, jak i korZgi ptyngce ze skrocenia czasu bada poréwnaniu
do standardowego podeja.
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THE SUM OF HARMONIC FUNCTIONS IN THE EFFICIENT
PROCEDURE OF COMPLEX MODULUS DETERMINATION OF HMA

Summary

In the standard procedure for determining therstgg of asphalt mineral-mixture is com-
monly used loaded with a series of sinusoidal flonst Depending on the accepted range declared
by the laboratory frequency procedure with a seoietests is an invasive procedure, while in-
creasing the probability of fatigue phenomena st samples while carrying out the test. In the
article, instead of the commonly used procedurésed load in the form of a function created as
a sum of harmonic functions. Based on the analydisso results stiffness of the sample beam has
been shown that the proposed approach significaetlyces the time of the procedure for deter-
mining the complex modulus, and the differencesvben standard approach and the approach
proposed in the article in majority cases was tlean 2%.
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