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ANALIZA DYNAMICZNA KONSTRUKCJI
Z TEUMIKAMI Z NIEDOKELADNIE OKRE  SLONYMI
PARAMETRAMI PROJEKTOWYMI

W pracy zostat omowiony sposob obliczania chargktgk dynamicznych ram
z niedoktadnie okionymi parametrami projektowymi. Analizowano kougirje

z wbudowanymi pasywnymi ttumikami dngaZaktada si, ze parametry projekto-
we mog Sie zmieni&, jednak zakres ich zmiensw jest znany. Zastosowany ra-
chunek interwatowy pozwala wyr@zparametry projektowe jako tzw. liczby prze-
dziatowe. Przyjto, ze dolna i gérna granica szukanych charakterystyladycz-
nych jest przedstawiona jako rozwicie w szereg Taylora pierwszegogda.
W pracy zostat zamieszczony przyktad numerycznitGwym analizowano @nio-
kondygnacyjn, trojprzstows rame z ttumikami. Prezentowana metodazeani€
zastosowanie w praktyce w celu oftemia zakresu zmiendad charakterystyk dy-
namicznych przy niedokfadnie oktenych parametrach projektowych.

Stowa kluczowe: charakterystyki dynamiczne, analiza interwatowadeie ttu-
mikéw, ttumienie pasywne

1. Wstep

Obecnie coraz g#ciej powstaj konstrukcje, ktoregsprojektowane na pet-
ne wykorzystanie parametrow fizycznych i wytrzymaiowych zastosowanych
materiatéw. Jednak wszystkie parametry projektowbdazeniowe obarczone
s3 pewnymi niedoktadn@iami. Zrédta tych odchyle mazna podziek na tech-
nologiczne, geometryczne i strukturalne. Te pieenmzzwigzane z procesami
technologicznymi jakim zostat poddany dgipwy materiat konstrukcyjny. Do
drugiej grupy zalicza siodchylenia od przgfych wymiaréw elementu kon-
strukcyjnego oraz odchylenia geometryczneazame z wykonaniem na wy-
tworni i bledami montaowymi. Ostatrd grupe Sstanows nieprawidtowdci
strukturalne materiatowaytych w konstrukcji.

! Autor do korespondencji/corresponding author: t#dgna tasecka-Plura, Politechnika Pdizna
ska, Instytut Konstrukcji Budowlanych, ul. Piotrowp60-965 Pozng tel. 61 6652697, e-mail:
magdalena.lasecka-plura@put.poznan.pl

2 Roman Lewandowski, Politechnika Potisiea, Instytut Konstrukcji Budowlanych, ul. Piotro-
wo 5, 60-965 Poziatel. 61 6652472, e-mail: roman.lewandowski@ puram.pl



440 M. tasecka-Plura, R. Lewandowski

W procesie projektowania, niedoktadobw okrelaniu parametréw mate-
riatowych i obcizeniowych § uwzgkdnione w normach projektowych poprzez
zastosowanie wspotczynnikow korygaych.

Pierwsa grups metod pozwalacych na uwzgldnienie niedoktadnie okre-
slonych parametrow projektowych stangwmetody probabilistyczne, w ktérych
te niedoktadnéci w okrelaniu traktowanegjako wielkaci losowe. W praktyce
inzynierskiej stosowanie ich jest jednakgitiwe ze wzgédu na znacznpraco-
chtonna¢ i trudnaci w dobraniu whéciwego rozktadu losowego. Draigyrupe
stanowj metody, w ktérych korzystaestylko z informacji o zakresie zmienno-
$ci parametrow.

Do grupy budynkdéw, ktére wymagajndywidualnego podégia zaliczag
sie miedzy innymi konstrukcje wysokie, wiiwe na drgania, w ktorych stosuje
si¢ roznego rodzaju tlumiki drga W tej sytuacji dia trudna¢ sprawitby wia-
sciwy dobor modelu rozktadu losowego parametrow gktmwych. Stosunkowo
proste jest jednak ustalenie zakresu ich zmigin®V tym przypadku zastoso-
wanie znajduje analiza interwatowa.

Zostata ona obszernie opisana w pionierskiej mafodvioore‘a [6]. Zna-
lazta zastosowanie do rozgania wielu zagadnieinzynierskich. W pracy [3]
omowiono m.in. meliwosci uzycia analizy interwatowej do probleméw dyna-
miki. W [1] przedstawione zostato rozyganie interwatowego problemu wia-
snego. Rozpatrywano ukiad bez ttumienia, w ktéryamametrami o ok&onej
zmienndci byly masa i sztywrig. W pracy [8] przedstawiono sposob zastoso-
wania rachunku interwalowego do analizy modalnejalfeowano ukiad bez
tlumienia z niepewnymi parametrami projektowymia ditérego znaleziono
wartasci wkasne, wektory wlasne oraz funkapdpowiedzi cestotliwosciowe).
W pracy [2] zostata zaproponowana metoda obliczemidcsci wlkasnych wyko-
rzystupca rozwingcie w szereg Taylora. Wykazanze metoda daje rezultaty
bliskie rozwgzaniu doktadnemu nawet przy zaémiu duych niepewngci pa-
rametrow projektowych.

W pracy [9] przedstawiono metodvyznaczenia funkcji odpowiedzi ¢z
stotliwosciowej uktadu z niepewnymi parametrami. Natomiagpracy [4] wy-
Znaczono przemieszczenia wywotane gigiami sejsmicznymi i analizowano
migdzy innymi budynek z ttumikami pasywnymi.

W niniejszej pracy uwzgtiniono wptyw niedoktadnie oké®nych parame-
trow projektowych na estasci drgaa swobodnych konstrukcji z ttumikami pa-
sywnymi. Ttumiki & modelowane za pomgcklasycznych modeli Kelvina
i Maxwella. Zal@ono,ze dolna i gorna granica gztasci drgai swobodnych jest
opisana za pomacszeregu Taylora. Wyniki oblicaezostaty porbwnane z wy-
nikami uzyskanymi za pomactzw. vertex methodw ktérej uwzgédnia sé
wszystkie maliwe kombinacje gornych i dolnych wasw rozpatrywanych pa-
rametréw.
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2. Podstawy rachunku interwatowego

Podstawowe zad@nia rachunku interwatowego zosigmodane na podsta-
wie pracy [6]. Zaktada sj ze pewien zbiér parametréw projektowych rozpatry-
wanego uktadu zdefiniowany jest jako=col[p, ,p, ,..., p.], gdzier oznacza
liczbe parametrow projektowych. Znany jest tylko pewiezeglziat w jakim
mog one s¢ zmienid&. Mozna je zdefiniow& jako liczby interwatowe
p! =[pi,[_),], gdzie p. oznacza doly P gorm granie parametru, a indeks
gorny | informuje,ze wielkas¢ z tym indeksem jest licabinterwatows. Analiza
interwalowa ma na celu znalezienie dolnej i gogranicy wielkdci opisupcej
zachowanie konstrukcji, ktéra tutaj zostanie opsgako pewna funkcja

f'(p')= [i(pl' ). f(p! )] W analizie interwatowej definiujemy tzw. wast cen-

tralne parametrowpC i zakres niepewrigi parametrowAp, jako:
1 — 1
=2l +n). an=2(m-n) (@)

Podstawowe dziatania na liczbach interwatowych=[x,X] i y' =[l/§/] defi-
niuje st w nas¢pujacy sposob:

x'+y':[>_<+l/,i+y], x'—y':[>_<—37,i—l/] 2

x' Oy :[min(l( [y,l( w,ity,iw),maﬁz EML( EE/,YEM?EV)] ©)

X X% gl
y ﬁ [x ]E{V’Z] (4)

W przypadku innych operacji nale zazwyczaj oblicz§ wszystkie mali-
we kombinacje dolnych i gérnych granic i wybligh najmniejsz i najwicksz
wartas¢. W porownaniu do tych samych operacji wykonanyahliiczbach rze-
czywistych rachunek interwatowy wymagackszej liczby dziata arytmetycz-
nych. Istotn trudnacig jest rownie maozliwosé przeszacowania wyniku, ktére-
go przedziat bdzie szerszy niten, w ktorym mog zawiera sie wszystkie ma-
liwe rozwigzania. Mimo tych trudrizi analiza interwatowa jest przydatnym na-
rzedziemdo wyznaczania rozwkan probleméw mechaniki, w ktérych parame-
try projektowe rozpatrywanych uktadéwg gmienne w pewnych ok§inych
granicach.
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3. Rownanie ruchu ramy z ttumikami drgan. Uwzglednienie nie-
pewnaci parametrow projektowych

W pracy rozpatrywana jest konstrukcja modelowan@ jeama z nieod-
ksztatcalnymi ryglami z wbudowanymi ttumikami oramasami skupionymi na
poziomie stropéw. Rownanie ruchu takiej konstrukefizna zapiséa jako:

M kq(t)+ckq(t)+K kQ(t):p(t)"'f(t) (5)

gdzieM,, Cy i K, oznaczaj odpowiednio macierze mas, ttumienia i sztygaio
rozpatrywanej konstrukcjid =[0 0, -.0,]" oznacza wektor przemieszézieon-

strukcji, p=[p, P, ---p.]" wektor sit wymuszaicych, f =[f, f,... f.]' wektor
oddziatywania sit pomgidzy konstrukej a ttumikami, an oznacza liczb stopni
swobody dynamicznej konstrukcji.

Po wykonaniu transformaciji Laplace’a z zerowymi wmdgami pocatkowymi row-
nanie ruchu (5) mima zapisaw postaci:

(M, +sC, + K Ja(s) =p(s) +F(s) (6)

gdzie §(s) = La(t)], p(s) = Lp(t)], f(s) = L[f(t)], as oznacza zmiennLapla-
ce’a. Wektorf (s) zdefiniowany jest jako:

f(9=-YG(9La9 ©

gdzieGi(s) zalery od przygtego modelu ttumikal,.; jest macierz zalezng od poto-
zenia tlumika, a oznacza liczb tumikdw. Rozpatrzono dwa klasyczne modele:
Kelvina i Maxwella pokazane na Rys. 1, gdzie syrakglc, k; i c; 0znaczaj state
modeli,u jest sih w ttumiku, agj i ¢ to przemieszczeniageow tumika.

a) b
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Rys. 1. Modele tlumikéw a) model Kelvina, b) motiéxwella
Fig. 1. Models of dampers a) Kelvin model, b) Makweodel

Wielkoi¢ Gi(s) definiuje s¢ jako G (s) =ky + ¢;s w przypadku modelu Kelvina
i G(s) = kgs/(k; + gs) w przypadku modelu Maxwella.
Réwnanie ruchu (6) mma przepisdw postaci:
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D(s)a(s) =p(s) 8)

gdzie D(s)=s"M, +sC, +K, +G, G :ZG\(S)Li . Jezeli wektor sit wymu-
i=1
szapcych jest réwny zeru to z (8) otrzymuje problem wiasny:

D(s)q(s) =0 )

ktorego rozwazaniem jest @ig zespolonych warfsi wiasnychs i odpowiada-
jacych mu wektorow wiasnyaty. Jezeli wartagsci wtasne zapisane zostaw po-
stacis; = y; +in,; to czstdci drgar swobodnych mima wyznaczy z zaleno-
SCi ? =pi+n? .

Zakladamy,ze wybrana charakterystyka dynamiczna konstruksji gérelona
jako funkcja parametréw projektowydh(p) . Jezeli parametry przyjmuaj wielko-
sci interwatowe, dola i gorm granie funkciji F(p') mazna zapisé jako rozwi-
nigcie w szereg Taylora:

m

)3

Ap\, Fp)=F(pe)+ S

Mzg‘ (10)
op,

op

gdzie Ap =p -p°, oF(p®)/op jest wraliwoscia rozpatrywanej funkcji
wzgledem wybranego parametru projektowggoa m oznacza liczb parame-

trow projektowych. Wraiwosci charakterystyk dynamicznych dla ram z thumi-
kami drga zostaly szczeg6towo omdwione w pracy [5].

4. Przykiad obliczeniowy

W przyktadzie analizowanosmiokondygnacyja, trojprzstows rany z thu-
mikami Maxwella usytuowanymi nagbej, szostej i siodmej kondygnacji (Rys. 2).
Konstrukcja zostala zaprojektowana na podstawie B&& 1. Parametry kon-
strukeyjne, z wyjtkiem masy stropu, zostaty prztg¢ na podstawie pracy [7]. Wy-
soka¢ stupdw wynosi 3 m, a rozbs¢ przsta 5 m. Modut YoungaH) dla beto-
nu wynosi 31 GPa. Sztywéad i wymiary stupow zmieniajsie co dwa pitra. Zo-
staty one podane w Tabeli 1. Masa stropu jest romre60000kg/m . Parametry
thumikow wynosz: k; =125000kN/m i ¢; =50000kNs/m, gdzie indeks ozna-

cza kolejny numer ttumika. Zostaty one peggjw ten sposob, aby bezwymiarowy
wspotczynnik ttumienia wynosiy, > 004. Zatazono, ze parametry tumikow mo-
ga zmient sie 0 10% w stosunku do wielka pierwotnej, w¢c mazna je zapisa
jako wielkdsci interwatowe: k; =[11250013750Q i ¢; =[4500055009 . Pierw-
sza cegstas¢ drgar swobodnych i bezwymiarowy wspétczynnik ttumienia den-
tralnych wartéci parametréw wynoszaf = 34308rad/s oraz y© = 0,0405.
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Rys. 2. Schemat rozpatrywanej ramy
Fig. 2. A diagram of the considered frame

Tabela 1. Wymiary stupéw i zggicze sztywnéci pigter ramy
Table 1. Dimensions of columns and stiffness ofieso

.| Zewretrzne stupy| Wewretrzne stupy Sztywndci picter
Kondygnacja [cm] lcm] KN/
1,2 50x50 60x60 441119
3,4 45x45 53x53 275351
5,6 40x40 45x45 152948
7.8 35x35 40x40 93244

Po obliczeniu wraiwosci tych charakterystyk dynamicznych ze veryl na
zmiare parametrow ttumikéw, obliczono ich dalm goérrg granie na podstawie
zaleznoéci (10). Wartdci gornej i dolnej granicy po uwzglnieniu zmienngci
parametrow o 10% zostaly poréwnane z w&itomi otrzymanymi za pomac
vertex methodpatrz. Tab. 2). Przedstawiona metoda wymagazshiia tylko 2n
kombinaciji i jej koszt obliczeniowy jest znaczniaigjszy ni zastosowanieer-
tex methogdwymagagcej obliczenia 2 kombinaciji dolnych i gérnych warta pa-
rametréw projektowych. Zaréwno w przypadkertex methogak i przy zastoso-
waniu metody interwatowej dolna i gérna granicataiasznaleziona dla takiej
samej kombinacji parametréw tlumikow. Kombinacje $8@ nastpujace:
€11 CioCis ki Kip Kig T 818, Gskis ki kyp dla dolnej i gémej granicy estaici
drgai swobodnych oraze,, ¢, ciskinki ks | 618, Gakyskip kys dla dolnej
i gornej granicy bezwymiarowego wspotczynnika tlama.

W podobny spos6b mina obliczy réwniez inne charakterystyki dyna-
miczne konstrukcji z niedoktadnie oklenymi parametrami. Przedstawiony
przyktad pokazujeze nawet przy diych zmianach parametrow projektowych

zastosowanie analizy interwatowej z dobrym przygiliem pozwala oszacowa
zakres zmiennii funkcji odpowiedzi konstrukcji.
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Tabela 2. Wartiri charakterystyk dynamicznych przy zmianie paradvettumikow
Table 2. Value of dynamic characteristics when densipparameters change

Analiza interwatowa| Vertex method Réznica Bhd
Dolna granicaw 3,4144 rad/s 3,4063 0,24%
GOrna granicaic 3,4616 rad/s 3,4536 0,23%
Dolna granicay 0,0334 rad/s 0,0337 0,89%
Gorna granicay 0,0475 rad/s 0,0478 0,63%

5. Uwagi kaicowe

W pracy przedstawiono metgavyznaczania charakterystyk dynamicznych
ram z ttumikami drga, ktérych parametry projektowe siedoktadnie okrdo-
ne. Zastosowano anajiinterwatows zaktadajc, ze wartdci tych parametrow
mo@ Sie zmienia&, a zakres ich zmien&a jest znany. Dolna i gorna granica
wartasci funkcji opisupcej charakterystyki dynamiczne zostata rozetmi
w szereg Taylora w otoczeniu waito centralnych parametréw projektowych.
Otrzymane wyniki & bliskie rezultatom obliczonym za pompoizw. vertex met-
hod Przedstawiona metoda neomie& zastosowanie w procesie projektowania
do oceny zakresu zmienstd omawianych w pracy charakterystyk dynamicz-
nych, wynikagcych z niedoktadniei w okrelleniu parametrow projektowych.
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DYNAMIC ANALYSIS OF FRAME WITH DAMPERS WITH
UNCERTAIN DESIGN PARAMETERS

Summary

In the paper a method for determining dynamic attersstics of frame with uncertain design pa-
rameters is described. The structures with builpassive dampers are considered. The proposed
method could be used when the parameters of stascr parameters of dampers are uncertain.
The main idea is that values of design parametaufdachange with respect to values adopted in
the design process but the range of their variaggdmown. The design parameters are expressed
as interval values what makes possible calculaifodiynamic characteristics of structures by use
of interval analysis. In this paper the lower aqger bounds of dynamic characteristics are ob-
tained by use of Taylor series expansion. At the e@hthe paper a simple numerical example is
presented. The eight-storey frame with three bagsthree dampers mounted on it is considered.
This structure was designed according to EC8 Parh&.dampers parameters are uncertain. The
obtained results are compared with ones determviithda help of the vertex method. This method
assumes that it is necessary to calculate end-poimbination of uncertain design parameters.
The presented method may be applicable in prattioeder to predict the limit values of chosen
dynamic characteristics of structures with uncartisign parameters.
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