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ZASTOSOWANIE FUNKCJONALU HU-WASHIZU
W PLASTYCZNEJ ANALIZIE MES PLYT GRUBYCH

W pracy sformutowano oryginalny, autorski funkcjbulia zagadnig teorii pla-
styczndci. Podstaw byt funkcjonat Hu-Washizu z teorii spaystadéci. Przyrosto-
wa posté funkcjonatu pozwala w prosty spos6b budéwdgorytmy MES. Zasto-
sowanie funkcjonatu przedstawiono na przykladzigtyplgrubej. Zastosowano
model warstwowy aby uwzelini¢ czesciowe uplastycznienie przekroju piyty. Al-
gorytm MES dla ptyty grubej zbudowano w oparciudHatny trzy weztowy ele-
ment skaczony z liniowymi funkcjami ksztattu dla wszystkighzemieszczeuo-
golnionych. Napgzenia i odksztatcenia w tego typu elemencie przygmsy jako
state. Przedstawiony algorytm nie wymagainych dodatkowych réwnateorii
plastyczndci i jest rownowany stowarzyszonemu prawu ptgnia plastycznego.
Algorytm prowadzi do nieliniowego, przyrostowegotadu réwna algebraicz-
nych, ktdry rozwazuje sé metody Newtona. Kilka prostych przyktadéw pozytyw-
nie weryfikuje przygte zataenia i stosowane algorytmy.

Stowa kluczowe: ptyta Reissnera-Mindlina, model warstwowy piyty, waek
plastycznéci Hubera-Misesa-Hencky'ego

1. Wprowadzenie

Celem pracy jest zastosowanie zmodyfikowanego fionkéu Hu-
Washizu[1], oméwionego przez autoréw w pracy [Bgd argumentami (1ps
aj, €, U, 4, odpowiednio funkcje nagten, odksztatce, przemieszczei para-
metr okrdlajacy przyrost odksztatde plastycznych; gérny indekSoznacza
wielkosci w poprzednim kroku, a nadktenie = odksztalcenie plastyczne. Mi-
nimalizacja tego funkcjonatu prowadzi do rouirtaorii plastycznéci dla stowa-
rzyszonego prawa plastycznego pboia. Mazliwe jest sformutowanie funkcjo-
natu dla dowolnego warunku plastycoiod (takze ze wzmocnieniem).

1 autor do korespondenciji/corresponding author: Jakatvandowski, Politechnika Wroctawska,
Wybrzeze Wyspidiskiego 27, 50-370 Wroctaw, tel.: 71 320 4852, jalewtandowski@pwr.edu.pl

2 Kazimierz Myélecki, Politechnika Wroctawska, Wybrze Wyspiaiskiego 27, 50-370 Wroctaw,
tel.: 71 320 2477, kazimierz.myslecki@pwr.edu.pl
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W artykule [2] zajmowano sizadaniami ptaskiego stanu ngi@nia. Ni-
niejsza publikacja ma na celu wyprowadzenie rGwMES dla ptyty grubej
(Reissnera-Mindlina).Zastosowano model warstwowyypitzn. taki, w ktérym
uplastycznieniu maguleg&poszczegolne warstwy, a nie caly przekrgj.

2. Plyta gruba

2.1. Podstawowe rownania

Przemieszczenia uogdlnione odniesione do powieizélodkowej ptyty
schematycznie pokazano na Rys. 1.

Rownania [3] wazace uogdlnione sity, odksztatcenia i przemieszczedia
niesione do powierzchrrodkowej piyty z odpowiadagymi im wielkasciami
w dowolnym punkcie materialnym przedstawiono w gagpimacierzowym:

6={M;;,M,,,M,Q,Q} - sity wewnrtrzne

€ ={K.1, K5 2K 1,, 1V 4 = UogoInione odksztatcenia

u={4,0d,,w} - uogdlnione przemieszczenia (2)
f ={m, m, ¢ - intensywn& momentdéw i obaizen pionowych

H/2 H/2

Z=X3' Maﬂ: J- Uaﬂdz Qa= J- Jazdz
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Rys. 1. Przemieszczenia uogdlnione w ptycie Ej\
Fig. 1. Generalized displacements ofplate
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Przy oznaczeniach (2) i (3) funkcjonat (1) dla phtgrubej, w zapisie ma-
cierzowym przyjmie posta

I'I(o,a,u,/]) =%j(s—£")TC(a—an)dA—f(c—c”)T (£+§n —Lu)dA—

A

A

gdzie
D vD O
vD D 0
0 0 —GH?®
C= 2
0 0 0
0 0 0

- j (afTu)dA- j Ad(c) dA

o o

(4)

aE, vi H 3 odpowiednio: modutem Younga, wspotczynnikiem Pamssi gru-

baoscig plyty.

2.2. Model warstwowy piyty

Forma funkcjonatu (4) nie pozwala na analzagadnienia, kiedy upla-
stycznieniu ulega nie caly przekrdj, a jedyniepasgdine warstwy piyty.
W funkcjonale, naley zatem, sity wewetrzne i uogolnioneodksztatcenia zast
pi¢cnapezeniami normalnymi i stycznymioraz odksztalceniamainymi i po-
staciowymi.Z zataonego w teorii ptyt parabolicznego rozktadu rgpfi 73,
0razliniowego rozktadu nagten oi, o,71Jmozna wyprowadzi nasgpujace

zwiazki
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Stad dziebc przekrdj ptyty na warstwy (Rys. 2)otrzymamy zalesci

Iraa(z) f (2)dz= Zraal h

4z°

Jo,(da(ddz= Y0, ah . 1= f z):%{l—FJ, 0= 3= (7

[ra(de(2dz=3 7., g

Przyblizone zwizki (7) staj si¢ doktadnymi po przégiu granicznyniN—oo.

Po uwzgtdnieniu podzialu na warstwy funkcjonal przyjmie tgpsjaca

posta&
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3. Algorytm MES

Wprowadza si trojkatny element skiczony o liniowych funkcjach ksztat-
tu dla przemieszcae statych wartéciach napgzen i odksztatce [4]

1] N,
11

4 '

3

Rys. 2. Warstwowy,tréj¢ny ptytowy element skizony
Fig. 2. Triangular, layered plate finite element

Aproksymacg przemieszcae mozna opiséa wspotrzdnymi powierzchniowymi
LI- L||1 I—III

q:{51I’5|2'V\} ,52 ,6"2 ,V\I} ,5'1 15'2 ’\l}\ll }
L 0 O L, 0 0 L, 0 0

u={0 L 0 O L O 0 L, 0jg=Ng
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(10)

Po dyskretyzacji i scatkowaniu funkcjonat przyjmiastpujaca posta

n(s.8.a4) =33 (5 -&7) (g ~E")V -
) i . (11)
>(s-9)(E+E-Bgv-aF - AR S

i=1

gdzie, po uwzgidnieniu warunku plastycz&o Hubera-Misesa-Hencky'ego
(HMH) w kazdej warstwie, otrzymuje si
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Minimalizacja funkcjonatu prowadzi do réwnania ME®& pojedynczego
elementu skaczonego (13). Rownanie to przedstawiono jedynie peséb
ideowy, pomijagc réznorodne maliwosci rozktadu warstw uplastycznionych

0 0 BV 0 ]lfq AF+B'SV

0O ¢cv -lv 0 ||E _ CEH\L— ShY (13)
BV -IVv 0 K|S EV

0 0 K oA ~o N

MacierzeK ¢S i K s3 zalezne odS orazA. Zatem uklad réwnajest nielinio-

wy. Obowgzuje on w zakresie plastycznego pheia w procesie obgrania

elementu. W przypadku ola¢enia/odcizenia, gdy nagzenia znajduj Sic we-

wnatrz obszaru ograniczonego powierzchiplastycznéci, obowhzuje uktad
rébwnan bez szarych elementéw. Problem ten oraz algorgizwigzania zosta-
toméwiony w [2].

4. Przyktady numeryczne
4.1. Ugkcie plyty w stanie spezystym

Przedmiotem analizy numerycznej byta plyta kwadsat@proporcji gru-
bosci do wymiaru bokud)jak 1:10, podparta przegubowo na wszystkich kraw
dziach, obcjzona réwnomiernie obgieniem g. Siatka MES skladata csi
z 128 (8x8x2) tréjtnych ES i 6 warstw.Sprawdzono poprawicozwigzania
sprezystego ugicia ptyty poprzez poréwnanie z wynikiem analitycany

4
w, =0,0040621% (14)
D

Raéznica wynikdbw numerycznego i analitycznego wynos3f, co swiadczy
0 dobrym przyblieniu poprzez model warstwowy, nawet przy rzadkiajce
elementdéw skiaczonych i niewielkiej liczbie warstw.

4.2. Zginanie walcowe ptyty wspornikowej w stanie lpastycznym

Drugi przykiad to ptyta kwadratowa (1m x 1m x 0.1rajnocowana sztyw-
no na jednej kragdzi i obcgzona momentem rozionym o statej intensywno-
sci na krawdzi przeciwlegtej . Wart& momentu zostata tak dobrana, aby we-
wnetrzna czs¢ przekroju (potowa) znajdowala esiw stanie sprzystym,

a zewrtrzna w plastycznym (Rys. 3). Przig siatike 128 elementow i 4 war-
stwy. Ze wzgddu na mad liczbe warstw, uplastycznienie dwu zegirznych
warstw w catej pltycie wygpito przy wickszej wartéci momentu (110%) ni
obliczona analitycznie dla rownowsej belki. Jest to niewielka #nica biogc
pod uwag mah liczbe warstw przygta do analizy MES.
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4.3. Plyta kwadratowa, podparta swobodnie z obgizeniem
rownomiernie roztozonym w stanie plastycznym

Ostatnim przyktadem jest piyta kwadratowao propanaibcci do wymia-
ru boku jak 1:10, obgkona rownomiernie podzielona na 72(6x6x2) elementy
I 4 warstwy (Rys. 3)

\ vz \/:
Rys. 3. Siatka ES wraz ze strefami plastycznynz amastycznione warstwy
Fig. 3. FE mesh with plastic regions and layers

Tylko biate ES nie ulegty uplastycznieniu. Stan @siatych odpowiada rysun-
kom przekrojow (Rys. 3).Analgz numeryczn o identycznych parametrach,
geometrii i siatce elementéw glazonych przeprowadzono w programie
Abaqus Uzyskano taki sam rozkfad stref plastycznyché¢altanice w uggciach

w srodku ptyty wynosz 40%.

5. Uwagi kaicowe

Przedstawiony w artykule funkcjonat jest funkcjamat zupetnym zagad-
nienia teorii plastyczriwii nie wymagazadnych dodatkowych warunkéw nakta-
danych na parametry funkcjonatu. Zastosowany wanstyvmodel piyty grubej
pozwala na analzMES czsciowo uplastycznionych w przekroju ptyt. Zapre-
zentowane przykltady numeryczne wskazo@a dobg zgodndé wynikéw z in-
nymi rozwigzaniami. Obserwowane mdice wynikap z ograniczé zastosowa-
nego srodowiska programistycznego Mathematicj w ktérym nie udato si
zwiekszy¢ gestasci siatki elementéw skiazonych i liczby warstw plyty.

Zaprezentowany algorytm warstwowy fatwo ima zaadaptowado anali-
zy rzeczywistych ptyt warstwowych, z warstwami amgch wtasnéciach spg-
zystych i plastycznych.
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HU-WASHIZU FUNCTIONAL APPLICATION
IN FEM PLASTIC ANALYSIS OF THICK PLATES

Summary

In this paper original functional for plasticitygilems is formulated. It is based on Hu-
Washizu functional for elasticity. Its incrementatm allows to build FEM algorithms in a simple
way. The functional application is presented omrkiplate example. Multi-layered model is as-
sumed to enable partial plastification of the pkdetion. An algorithm for thick plate is shown for
triangular finite element with linear shape funosofor all general displacements. Stresses and
strains in such an element are constant. The pgezbatgorithm does not require any additional
plasticity theory equations and it correspondsdssociated flow rule. It leads to set of nonline
ar incremental algebraic equations which are sobsetlewton method. Verification of the func-
tional and the algorithm is done on several sinepi@mples.
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