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ANALIZA STATYCZNA ZtO ZONYCH
KONSTRUKCJI PLYTOWYCH W UJ ECIU
MAKROELEMENTOWYM

Opracowano nowe podeje do rozwazania ztaonych konstrukcji ptytowych, na-
zwane metog makroelementéw. Rozwa sk cienlg plyte o grubdci h i ciag pro-
stokatéw, z ktorych kady catkowicie zawiera w sobie kontur piyty rzeczsis;.
Kres dolny tego agu jest kontureni, makroelementu ptytowego. Makroelemen-
tem plytowym jest patzenie ptyty rzeczywistep i jej dopetieniadP do obszaru
prostolgtnego ograniczonego konturdip. Kazdej ptycie odpowiada jeden makroe-
lement. W ramach teorii ptyt cienkich izotropowyetszystkie makroelementy opi-
suje jeden model matematyczny. W referacie modeél zastat opracowany jako
zbiér wyrazeh na przemieszczenia, momenty i sityde z niewiadomymi parame-
trami. Kazde wyraenie sktada giz sumy wielomianu, funkcji ksztattu ponim
nych przez te parametry i funkcji obzenia. Modelowanie konstrukcji polega na za-
pisie warunkow brzegowych i warunkéwagiosci w weztach rozmieszczonych na
krawedziach zewstrznych i wewntrznych uktadu. Tymi wzlami g punkty zerowe
funkcji trygonometrycznych, wchogzych do modelu. Dla uktadéw posiagiajch
osie symetrii geometrycznej i mechanicznej dodatkaapisuje si warunki syme-
trycznaici w srodkach krawdzi makroelementu. Za pompopracowanej metody
otrzymano szereg rozgdan konstrukcji ptytowych. W referacie podano rozzénie
ptyty wspornikowej obegjzonej symetrycznie na powierzchni gornej. Reganie
otrzymano z diy doktadndcia. Wykazano efektywnié opracowanej metody.

Stowa kluczowe:metoda, makroelementy, model matematyczny, phytakty ze-
rowe, funkcje ksztattu

1. Wstep

W chwili obecnej ogdlnie przyfa i najbardziej rozpowszechnigmetod
rozwigzywania konstrukcji isynierskich jest metoda elementéw skmonych
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(MES), ktéra nalgy do grupy metod numerycznych. W referacie propersi;

inne podejcie [1,2,3] do rozwjzania konstrukcji hazwane metpdhakroele-
mentow (MME). Zgodnie z MES konstrukajlzielimy na wiele drobnych egci

zwanych elementami skozonymi. Natomiast w opracowanym paaaj kon-
strukcg dzieli sk na dé¢ duze czsci zwane makroelementamia $ne w istocie
czesciami konstrukcji rzeczywistej.

2. Budowa makroelementu ptytowego

Rozwamy cienlky plyte izotropows o dowolnym ksztalcie, ktorej kontur
jest wpisany w obszar prostgRy P,, przy czym kontur ptyty mae mie nie-
skaaczenie wiele punktéw wspolnych z prositdm (ptyta prostoitna o tych
samych wymiarach) lub nie ndiezadnych punktéw wspoélnych. Zrozumiatym
jest, ze istnieje nieskiczenie wiele takich obszarow prositkych. Kady
Z nich kedzie zawieré w sobie kontur ptyty rzeczywistej. Z tych obszarbawv-
sze mana zbudowa ciagly ciag {P,}. Dolny kresinf{P,} tego cigu nazwijmy
makroelementem pitytowym [4].

Do dalszych rozwaan przyjmijmy cienly plyte izotropows prostolgtng
o grubgci h i wymiarach w rzucie2a;, (j =1,2) (makroelement ptytowy)
i odniesmy ja do kartezjaskiego uktadu wspokeinych Ox;x,x; z pocatkiem
w geometrycznymérodku plyty. G Ox; kierujemy w dot, a osi@x; i Ox,
rozmieszczamy w ptaszcayie srodkowej piyty tak, aby uklad wspékdnych
byt prawosketny. Gorna powierzchnia ptyty jest obobna obcizeniem dowol-
nym o intensywngci g (x4, x,), a dolna powierzchnia jest nieofpaina.

Réwnowaga sprysta takiej ptyty opisywana jest rownanienemizzko-
wym czstkowym ze statymi wspotczynnikami

q
V2V2w = —. 1
w=_5 (1)

Tutajw jest funkcy ugiecia piyty, aD sztywndcig ptyty na zginanie.
Rozwigzanie réwnania podstawowego (1) wybieramy w postgainy
dwéch rozwizan:

w=wy+ w, (2)
catki ogolnejw, réwnania jednorodnego
V2V2w =0 ©))

i catki szczegoOlney, niejednorodnego réwnania (1).
W celu okrélenia calki szczegolnej, olyzenie zewrtrzne rozwijamy
w szeshécie podwojnych szeregdw Fouriera [1,5].

q(x1,%2) = Quunpg T (1) - Tht (%), (4)
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gdzie Qmnpq to Wspotczynniki rozwirgcia funkcji q(xy, x,) w szeregi trygono-
metryczne.

Trgﬁ(xj) = coS (y,[nj]xj); Tn[{%(xj) = cos (6,[,{]961-);

7Yl (x;) = sin (6,[,{]xj); Trﬂ(xj) = sin (y,[,{]xj); (5)
1] _ @m-Dr  o[2] _ @n-Dr _[1] _mnr_ [2] _nm,
8"1_ 2a, '67‘ T 2a, Vm_al' noT g,

W podobnej postaci wybieramy catkzczegolg rownania (1):
w, (X1, %3) = Cmnquny;npq(xlixz)- (6)

gdzie Crpnpq — % to nieznane wspotczynniki, ktore oki@my z rozwizania
réwnania (1). Funkcje

Winpa (61, %2) = Toaa (1) - T2 (o) (7)

nazwano funkcjami obgieniowymi ugecia ptyty. Tutaj i w dalszych rozwa-
niach wykorzystuje gizasagd sumacyja Einsteina: w kadym wyrazeniu wy-
konuje st sumowanie wzgdem wskanika, ktéry powtarza si dwa razy:
p,gq=1+4mn=1-+ oo,

Calke 0golmn wy (x4, x,) jednorodnego rownania (3) wybieramy w postaci:

wo = A;P;(xq, x3) + f;c[é] (x) - Tk[;_j](x?,—j)- (8)
Tutaj k = 1 + K, gdzieK jest liczly aproksymacji. Natomiast; (i = 0+~ 12)

sg to niewiadome wspéitczynniki, ktore oklane § w procesie rozvgzania
zagadnienia.

X1 X,
(Do(xl’ xZ) = 1’ q)l(xlr xZ) = CDZ (xl,xz) = —;
a; a,
2 2
X1%7 x5 X3
D3 (xy,x,) = ——; D, (xq,x,) = —; s (x1,x,) = =;
1a7 aj as
xXix; x1X5 3
q)6(x1i xz) = _2 H (D7(x1, xz) = —2; CDS(xl' xz) — _3; (9)
a;a; a,a; as
x3 X153 xix,
Dy (x1,%2) = —5; Dro(xy, %) = —=3;5 Py(xy, %) = —5—;
a a1a; aja,

1

xXf =

D15(x1,x7) = T
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FunkCJefk’](x]) maj posté [6,7]:

1 1
fké (x]) Rkpv kpv(x]) v=1+4 (10)
W powyzszym wyraeniu
cosh (kkpx]) x; sinh (K,[(];x])
kpl(x] 1 kaz J —[1];
exp (Kkp ]) a;j exp (Kkpa]) 1)
smh (Kkpx]) xj cosh (K,[(];x]
BUL (x; BUL(x) = ———2~
1 J [j1 kp4a\"J] [j1
exp ( ) a;j exp (Kkpa])
gdzie
Ul —
vl _ % pP=13
K = . 12
@50, p=24 (12)
Funkqukpv(x]) nazwano funkcjami bazowymi modelu. Oczywistym ,jest

BU! (x) = BUl (x;) orazBY) (%) = B (x;). Uwzgkdniajac zalenosci (2),
(8), (10) zapisujemy wyrgnie ugecia ptyty w postaci:

w(xy, x3) = Ay @, (x1,x3) + Rk];VWk[z],L(xl,xz) + w,(xq,x2) (13)
gdzie
_y

sg funkcjami ksztattu ugicia piyty.

W wyrazeniu (13) dokonuje si sumowania wzghem wskanikéw
v,p, k,r. W przypadku (14) nie dokonujemy sumowania, gdiskaniki wy-
stepuja po obu stronach wyzania.

Majac wyrazenie na ugicie ptyty okrélamy przemieszczenia styczne,
momenty i sity poprzeczne przez odpowiednie funlksjetattu i funkcje obgk
zeniowe.

Modelowanie pracy konstrukcji ptytowej polega napizsgée warunkow
brzegowych i warunkéw sgtosci w oddzielnych punktach ¢ztowych na kra-
wedziach, a take warunkow symetryczoi (dla zagadnig symetrycznych)
zapisanych w punktacinodkowych krawdzi.

Badania numeryczne wykazalie najlepsz dokltadnd¢ rozwigzania osi-
ga st gdy punkty wztowe, w ktorych spetniamy warunki brzegowe wybiska
jako punkty zerowania gifunkcji trygonometrycznych, przy zadanej wado
k = K. Mamy zatem:
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j Km Km _ 2n-1)m _ 2n-1
cosy,Ej]xj = cosa—]_xj =0, skad a—]_xj == X = —a. (15)

Tutajn = 1 + K, natomiastr; s3 pierwiastkami rownania trygonometrycznego

(punktami zerowymi dla funkcjios y,Ej]xj). Podobnie

cos 6,£j]xj = cos@xj =0, skad
' (16)

(@K-Dr _ _ @n-Dm _ _ 2n-1

2a; Y= N Ty

. i . K Km _ _
51ny,£1]xj = sma—;ij =0, Slqda—jxj =nm, X; = %aj, (17)
sin 6,£j]xj = sin%xj =0, skad
(2K-1) ] 2(n—-1) (18)

D7 _ n—

Tujxj = (n— 1)7‘[, Xj = m j -

W taki sposéb dla zadanej aproksymdg€jkazda funkcja trygonometryczna ma
K punktow zerowych, ktore za wggkiem funkcji sin 6,£’]xj dlan =1 nie po-
krywajg si¢ z punktamisrodkowymi kravedzi ptyty. W punktachsrodkowych
krawedzi ptyty warunki brzegowe spetniamy przy pomocypélszynnikow
wielomianu wchodzcego do wyraenia (8).

Poniewa funkcja sin 6,£’]xj dlan =1 ma punkt zerowy wsrodku kravedzi
(x; = 0) to dla niej proponuje gitaki wybor punktow zerowych:

1
—a; n=1
— 2K
Y=V 2m-1) (19)
k-1 "

Punkty zerowe parzystych funkcji trygonometrycznyolamieszczamy na do-
datnich czsciach kravedzi pityt i przyjmujemy ich wspétedne ze znakiem ,+”,
natomiast punkty zerowe nieparzystych funkcji resaczamy na ujemnych
czesciach krawdzi piyty i przyjmujemy je ze znakiem ,-". W kdym punkcie
zerowym zapisujemy po dwa warunki brzegowegondla pierwszej aproksyma-
cji (K = 1) warunki brzegowe zapisujemy od razu w dwéch puikiza kadej
krawedzi ptyty. W punktachsrodkowych krawdzi na konturze piyty zawsze
zapisujemy 8 warunkéw brzegowych niezale od liczby aproksymaciji. Po-
niewa dla ich spetnienia mamy 13 wspétczynnikow, to wagasie rozwjzania
musz by¢ natazone dodatkowe wiy na te wspoétczynniki. Dla zagadhisy-
metrycznych w punktacrodkowych ptyty dodatkowo zapisujemy warunki
symetrycznéci.
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3. Przyktad obliczeniowy — ptyta wspornikowa

W rozwaanym poniej przykiadzie rozwizanie otrzymano w trzecim
przyblizeniu (K=3). W tym przypadku na konturze plyty wybhoad punkty
srodkowe i 48 punktéw zerowych.

A D
4 0 2 XT
B 3 C

vy X2
Rys. 1. Schemat piyty
Fig. 1. Scheme of the plate

Rozpatrujemy przypadek ptyty o kragzi CD zamocowanej i pozostatych
krawedziach swobodnych, ohgionej obustronnie symetrycznie. Otrzymujemy
zagadnienie symetryczne wgdém osix; i niesymetryczne wzgtlem osix,.

Na krawedzi zamocowanej zapisujemy warunki

ow(ay, x;) _

20
oxs 0, (20)

w(aq,x,) =0,

a na krawdzi przeciwlegtej AB warunki

Myi(—ay,x;) =0, Vi(—ay,x;) =0. (21)
Na krawedziach swobodnych podtaych zapisujemy warunki

My, (%1, 1a) =0, Vy(xq,%a,) =0. (22)

Poniewa warunki brzegoweasciagte, to spetniamy je w punktach zerowych na
krawedziach ptyty, jak rownig w punktachérodkowych krawdzi. W punktach
tych zapisujemy po dwa warunki brzegowe. Ze wdglna symetei konstrukcji
wzgledem o0si0x,; dodatkowo zapisujemy warunki symetrycgeid8] w punk-
tach 2 i 4 odpowiednio:

ow(ay,0) 0%*w(—ay,0) 3

. 23
dx, ’ 0x,0x, 0 (23)

Mamy trzy zkedne wspotczynniki. Przyjmujemy zatem:
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A3 = AlO = A11 = 0 (24)

W ten sposéb otrzymujemy ukiad 104 réwnarzegowych i 2 réwnasyme-
trycznaci.

Do obliczeh przyjeto nas¢pujace wymiary ptyty2a, = 30 m, 2a, = 6 m,
h = 0,3 m, wartgi¢ obchzenia powierzchni gornej = 10 kN/m? oraz nast
pujace wiaciwosci materiatowe: modut Young® = 2,1 - 10* MN/m? oraz
wspotczynnik Poissona = 0,3.

Na rysunkach podano wykresy zmiany qoif w i momentu zginacego
M;; w przekrojusrodkowym podianym ptyty. Warunki brzegowe dla ugia
i katdbw obrotu normalnej do powierzchfliodkowe] ptyty na krawdzi zamo-
cowanej spetnionegz doktadnécia odpowiedniol 0716 i 10712,
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Rys. 2. Wykres ugtiaw plyty Rys. 3. Wykres momentu zginaggoM;,
Fig. 2. Plot of the plate deflectiow Fig. 3. Plot of the bending momei ;

Obliczenia wykonano w trzeciej aproksymacl = 3). Na krawedziach po-
przecznych i podtinych warunki brzegowe spetniono w punktaobdkowych i
naraznikowych oraz punktach geednich okrélonych wzorami (15)-(18).

4. Podsumowanie

Opracowano nowe podeje do rozwazania konstrukcji ptytowych nazwane
metod, makroelementéw, ktore opierg sia dokladnym rozwraniu rownaé row-
nowagi. Przemieszczenia, momenty i sityce wyraaja sie przez wtasne funkcje
ksztaltu i funkcje obagizeniowe. Warunki brzegowe zostaly spetnione w putkta
zerowych funkgcji trygonometrycznych. Wykazanagldoktadnéc¢ rozwigzania.
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STATIC ANALYSIS OF COMPOUND PLATE STRUCTURES IN
CONCEPTION OF MACROELEMENT

Summary

New approach to solve complex plate structureseaddahe macroelement method has been
developed. There is considered thin plate havitiycknessh and a series of rectangles, each of
which completely contains the real contour of thetep The lower bound of this sequence is a
contourL, of the plate macroelement. Plate macroelemerdgrisection of the real plate and its
addition 9P to the rectangular area bounded by contigurEach plate has one macroelement.
Within the theory of thin isotropic plates, all maelements are described in the frame of one
mathematical model. In this paper, this model heenbdeveloped as a set of expressions for dis-
placements, moments and shear forces with unkn@sangeters. Each expression is the sum of
the polynomial, shape functions multiplied by thekmown parameters and loading function.
Modelling the structure is to write a boundary citinds and conditions of continuity at the nodes
located on the outer and inner edges. These neodezeeo points of trigonometric functions, in-
cluded in the model. For systems having geometaaa mechanical symmetry we additionally
write symmetrical conditions in the center of matement edges. The series of solutions for
plates structures has been obtained using thisadeffhe paper presents solution for one hand
side clamped plate loaded symmetrically on the uppeface. The solution obtained with high
accuracy. It demonstrates the effectiveness oftigithod.

Keywords: method, macroelements, mathematical model, ptatey of a function, shape func-
tions
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