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METODA ROZWI AZYWANIA ORTOTROPOWEGO
WARSTWOWEGO PASMA PLYTOWEGO

Rozwaa sk belke wielowarstwow wycieta z pasma ptytowego ztonego z gru-
bych warstw ortotropowych i znajdigego s§ w warunkach zginania walcowego.
Na powierzchni goérnej belka poddana jest dziataficiazenia dowolnie rozio-
nego wzdtaz jej dtugasci. Dolna powierzchnia jest nieolgona. Opracowano mo-
del matematyczny, w ktdrym rozpatrywana belka zmajcsi w ptaskim stanie
odksztalcenia. Model opisujecsiktadem dwoch spezonych rowna rézniczko-
wych sformutowanych w pochodnychastkowych. Rozwjzanie tego uktadu wy-
biera s¢ w postaci sumy iloczynéw nieznanych funkcji jedmsjiennej i funkcji
trygonometrycznych innej zmiennej. Nagenia i przemieszczenia w plycie wyra-
za st przez odpowiednie funkcje ksztaltu pomape przez nieznane parametry
modelu za pomeacktorych spetnia si warunki powierzchniowe, brzegowe i wa-
runki ciagtosci na powierzchniach podziatu warstw. Jako przyktedwaza sk
belke trojwarstwovyg swobodnie podpartna kaicach i obcizong silg skupiory
przytozona w $rodku rozpgtosci powierzchni gornej. Otrzymane rozmanie

z duzg doktadndcig spetnia wszystkie warunki nadone na rozpatrywany uktad.

Stowa kluczowe: pasmo ptytowe, piyta ortotropowa, belka warstwowetoda
analityczna

1. Wstep

Ocena nénaosci wielowarstwowych konstrukcji ptytowych wymagavet
rzenia nowych modeli i opracowania metod ich re@zania. W niniejszej pracy
zaproponowano metedrozwigzywania wielowarstwowego pasma plytowego
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znajdupcego s¢ w warunkach zginania walcowego i zémego z grubych
warstw ortotropowych. Rozwianie pasma sprowadza sio rozwizania belki
wycigtej z niego w kierunku poprzecznym i znajhgj st w warunkach pta-
skiego stanu odksztatcenia [1,3].

2. Sformutowanie problemu

Rysunek 1 przedstawia wielowarstwowe pasmo plytoveskaczenie
diugie w kierunku osix;, z ktérego wygijto belke o dlugaci 2a, i grubdci
2a,.Przyjmuje s¢ jednostkowy szeroké¢ tej belki. Pocatek uktadu wspot-
rzgdnych pokrywa si ze srodkiem geometrycznym belki. Orientacje osi przed-
stawiono na rys.1. Belka znajduje sv ptaskim stanie odksztatcenigs; = 0
(=1,2,3). Warunki brzegowe i olgienie zewntrzne w kierunku osk; s3 jed-
norodne. Przy takich zateniach trojwymiarowe zagadnienie teorii gystosci
dla ortotropowego, wielowarstwowego pasma ptytowsgmwadza gido roz-
wigzania zagadnienia dwuwymiarowego.

%3

AN

=Y

2azl

l: 2a, >

Rys. 1. Pasmo wielowarstwowe
Fig. 1. Multilayeredstrip

Przyjmuje s, ze obcazenie przytaone prostopadle do powierzchni gor-
nej pasma mee by zmienne w kierunku osi, i stale w czasie. Powierzchnia
dolna pasma jest nieokheona.

3. Metoda rozwizania zagadnienia

Rozwaa skwielowarstwows belke ztozona z grubych warstw ortotropo-
wych o ré@nych grubéciach i r&nych wiaciwosciach mechanicznych. Oznacza
si¢ gruba¢ belki przez2H = 2a,, a grubé¢ kazdej oddzielnej warstwy przez
ZaEk), gdziek oznacza numer warstwy. Funkcje odksztaleg, przemieszcze
u; oraz napgzen o;; S ciagte i odpowiednio réniczkowalne.

Przyjmuje s, ze w kadej warstwie belki spetnioneg s6wnania geome-
tryczne:

k) _1( (k k ..
sl-(j) = E(ugj) + u}’i)), i,j=12 Q)
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réwnania fizyczne:

al-(f) =g O i,jmn=1,2 (2)

ijmn mn’
oraz rbwnania statyczne:
K K
oy} + o =0 ®
gdziep jest gstdscig materia’fu,fi(k) skladowymi sit masowycﬁl.(}‘,gm s3 skia-

dowymi tensora statych sgiystasci materiatuk-tej warstwy belki okrdonymi

dla ptaskiego stanu odksztatcenia i wymae g przez odpowiednie sztywsa
ciafa tréjwymiarowegb; o, -

p( PR o>

(k) _ Y111172222 1122
1111 = 1,00
2222
k) 4 (k) k) 4 (k)
(k) _ p(k) _ bi133b3355=DP113507733 (4)
1133 — F3311 — (k)

b2222

k) 3 &) k) k)
k) _ b3333b2222 B b3322b2222 () _ b(k)
3333 — b(k) ) 1313 — Y1313

2222

Uktad réwna (1)-(3) uzupetniony jest odpowiednimi warunkamgzdmgo-
wymi. W dalszych rozwaaniach pomijany jest wptyw sit masowych. Réwnania
(1)-(3) mog by¢ sprowadzone do dwoch przemieszczeniowych rawdano-
wagi [2,4]:

) (k) (k) (1) (k) ) ) _
1111¥11 (51122 + b1212) Uy iz T Biz12%1,32 = 0,

®)
k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) _
2222Uz222 (ﬁnzz + ,31212) Uy iz + BraiaUs 1 = 0

w ktc')rych:u](k)wf skladowymi wektora przemieszczé-tej warstwy. Rozwj-

zanie wielowarstwowej belki sprowadzg sio rozwizania rowna rownowagi
(5) dla kadej wyodebnionej warstwy. Przygfo, ze nie ma pélizgu na poicze-
niu warstw, a wic musza by¢ spetnione warunki ggtosci na powierzchniach
kontaktu warstw oraz warunki brzegowe nadach belki i warunki statyczne
na powierzchniach zewtrznych.

Rownania (5) rozwizuje st metod rozdzielenia zmiennych. W tym celu
zadaje s w k-tej warstwie pasma dwuwymiarowe pole przemieszcze

{ugk), ugk)} [5,6]:



392 M. Delyavskyy, A. Grabowski, A. Niespodziana, ®lejniczak

1) . 1)
ugk) = z {f[(lr]n) (x1)c 5(5( )+f[(1,]n) (x1)sin (5([123) xz)
m=1
i (k)
+ f[(zjn) (xy)cos (6([71,2 ) + f[(zr]n) (xy)sin (6([113) xl)}

) ) , (6)
(k) =y 1{f jran (xl)cos (5([123) xz) +f3[(11]n) (x)sin (5[ ]) xz)

f[(zr]n) (x2)cos (6(1]( ) ) + f3(m) (xz)sin (6([ ]) )xl)}

[j1%) [j1%) [j21® _ @m-Dr
fy pim (%) = Rp(m) exp [A(m) x]] Sm) = . (7
]

gdzie: Rp( ) 3 hieznanymi parametrami oktanymi z warunkoéw brzegowych,

p=1+4, j=1+2. Podstawiajc wyrazenia (6) i (7) do ukladu rownharéwnowagi
(5) otrzymuje si dwa rownania charakterystyczne:

[, (A1) - 580, (627 ][ ©, (A%AS’”) ©, (627 ]

+ 89 + 8%.] (527 () = 0
(8)
[ 1(’;)12 ()[Efr]l()k))z B 1(]1()11 6([71125@ ] [ 2(]2()22 (Agﬂ()k) 1(]2(12 (6([11,1];@)2]
2
+ (89, + B8] (81°Y () =

wzgledem parametréw?tgﬂl(; :
Ogolne rozwazanie ukfadu réwn’aréiniczkowych (5) przyjmuje wgic postd:
](k) [-](k)
pém) ( J) Z pv(m) exp [Av](m)xj] (9)
Gdzie:v jest numerem pierwiastka rc')v\mmarakteryslycznych (8).
Po okréleniu plerW|astkOV\M ) ukiad rowna (8) ma rozwizania linio-

wo zalene, wobec czego ze zblo{pr( )} tylko dwie grupy wspotczynnikow

G ®)
beda niezalene. Jako niezakme wybieramy wspc')’fczynnlkﬂ(m)le’J(m) :

a nasgpnie korzystajc ze wzorow (6) okrdone zostaj sktadowe wektora
przemieszcaek-tej warstwy belki:
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(o] 4
) _ 1](") y® [1® [, [1]%
= Z Z 1"(7") V(m) (xl'xZ)] R2v(m) [U2v(m)(x1'x2)]
m=1v=1 (k) (k) *) ®)
(2] 2] (2] [2]
+ Rlv(m) [Ulv(m) (x1; XZ)] RZv(m) [UZv(m) (xl, xz)]}’

(10)

(o] 4
(k) _ [11¢0) [1]¢ [1]® (100
U2 = Z Z {Rlv(m) [Wl"(m) (xl’xZ)] + RZv(m) Zv(m) (x1'x2)]

m=1v=

=

2150 [},,[21% (2100 [ [2]®

Wprowadzone funkclé V(m) (xq, x2)i pv(m)(xl’xZ) p=(12) w wyraze-
niach (10) nazywa sifunkcjami ksztattu przemieszaze
Sktadowe tensora nagen okreslone gz rowna fizycznych (2):

© 4
() _ [1]® [ [1]% ;
11 2 2 {R1V(m) _le(m)(x1,xz)_

m=1v=1

[2](k) [2 (k)
+ Rlv(m) le(m) (xlf xz)

(1% T [1]®
*+ Ryvim) X2v(m)(x1:x2)

[2]% T [2]¢
+ RZV(m) XZv(m) (x1,x2) }

(11)

00 4
(k) _ [1](k) [1](k) [2]5 [ [3]®
0-22 Z z 1v(m) 1V(m) (xll xz)] + Rlv(m) [Y (m) (xl, xZ)]

m=1v=1

[1]¢0) [1](") [2]¢0 [3](0
+ Rovm) [ 2v(m) (xl’XZ)] + RZV(m) [YZV(m) (lexz)]}

© 4
(k) _ 1](k) [1](k) [2]¢0 [2]¢0
T12 z Z 1v(m) |[£1v(m) (xl'xZ)] + Rivim) [Zlv(m)(leXZ)]
m=1v=1

[1]%® [1]% [2]® [2])

w ktérych: X v(m)(xl,xz) v(m) (xl,xz) va(m)(xl’XZ) s3 funkcjami ksztattu
napezen.

4. Przykfad

Rozpatrzono pasmo tréjwarstwowle=8) swobodnie podparte nadaach
i symetryczne wzgldem ptaszczyznyrodkowej [6]. Wprowadzone oznaczenia
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Rys. 2. Belka trojwarstwowa olg¢bna sih skupiory w srodku rozpétosci
Fig. 2. Threelayered beam loaded with central comated force

poszczegoblnych warstw przedstawiono na rys.2 (Istwasrodkowa, 2- war-
stwa gorna, 3- warstwa dolna). Obliczenia przepa®ono dla przypadku, gdy

. p . . k) _ 1 .
grubdici poszczegolnych warstvg sowne i wynosa2a, ~ = 3 H oraz przyjmu-
jacnastpujace parametry materiatowe:

— dla warstw zewgirznych moduly Younga w kierunkach osi xz:El(Z) = E1(3) =
57-10°[Pa], E® =E® =1,4-10'[Pa], moduly Kirchhoff& 2 =
63 = 5,7-10'°[Pa], wspbiczynniki Poissond?) = v = 0,068,

— dla ¢rodkowej warstwy odpowiednioE ™ = 3,68 - 101°[Pa], ESY = 1,90
10°[Pa], 62 = 0,45 - 101°[Pa], v2) = 0,405.

Na rysunkach przedstawiono rozklady ragfi normalnych i stycznych

w réznych przekrojach belki. Wykresy spadzono we wspoétginych wzgtdnych.

Na rys.3 podano zmignpo dtugdci belki napgzen o4, w ptaszczynie
srodkowej oraz na powierzchniach zestanych. Na kacach belki napizenia

sg zerowe, coswiadczy oscistym spetnieniu warunkéw brzegowych. Rozkiad

tych napezen po grubdci belki przedstawia rys. 4. Na powierzchniach paldiz

warstw wykres nagegen jest niecigly.
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Naprzenia o,, scisle spetniag warunki statyczne na powierzchni dolnej
belki (rys.5), natomiast w miejscu przyemia sity skupionej g bardzo due,
teoretycznie nieskazone. Namzenia poprzeczne;,Sa zerowe na powierzch-
niach zewantrznych belki i zmieniaj sie skokowo w przekroju pod sikskupior.

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono model matematyczny i opracowvaetod roz-
wigzywania ptyt wielowarstwowych zionych z grubych warstw ortotropo-
wych. Przygto, ze plyta znajduje si w ptaskim stanie odksztalcenia. W ramach
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modelu otrzymandsciste rozwhzanie pasma trojwarstwowego. Opracowana
metoda jest alternatywna do stosowanych metod naneych.
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METHOD OF SOLUTION OF ORTHOTROPIC LAYERED STRIP PLA TE

Summary

Strip cut from infinite long plate compounded wittick orthotropic layers is considered in
this paper. The strip is in cylindrical bending diions and it is load by transversal loading
arbitrary distributed on its upper surface while libw surface is unloaded. The mathematical
model of such strip as multilayered beam workingliane strain state is worked. The model is
described with two system od differential equationgarticular derivatives. The solution of this
system has been taken in form of products of unknfumction depending on some variable and
trygonometrical function depending on other onges&tes and displacements in the plate are
expressed over corresponding functions of form iplietd by unknown parameters of the model.
Using these parameters the boundary conditionperfermed at the outer surfaces of the strip, at
its edges and in multilayered surfaces. As an el@ntpe three layered free supported beam
loaded with concentrated force applied in the aebfeits length is considered. The obtained
solution satisfy all conditions applied on cons@tksystem with high accuracy.
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