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OCENA ZWICHRZENIA SPREZYSTEGO NA
PODSTAWIE INTERAKCJI SYMETRYCZNYCH
| ANTYSYMETRYCZNYCH STANOW OBCIAZENIA

Przedstawiono zagadnienie sprezystej utraty plaskiej postaci zginania stalowych
belek o przekrojach dwuteowych bisymetrycznych, ktére sa poddane jednokierun-
kowemu zginaniu wzgledem osi wigkszej bezwtadnosci. Zaproponowano alterna-
tywny w stosunku do konwencjonalnego sposob wyznaczenia warto$ci sprezystego
momentu krytycznego zwichrzenia, przy dowolnym rozkladzie momentu zginaja-
cego wzdhuz osi preta, bazujacy na interakcji symetrycznej i antysymetrycznej po-
staci zwichrzenia. Zaproponowane podejscie analityczne poréwnano z wynikami
analiz numerycznych MES, na przyktadzie swobodnie podpartej belki zginanej
dwoma momentami podporowymi o réznym znaku i warto$ci oraz sitg skupiona
W potowie rozpigtosci belki.

Stowa kluczowe: dwuteownik stalowy, belka, zwichrzenie, LBA

1. Wprowadzenie

Wrtasciwa ocena zagadnienia zwichrzenia stalowych belek 0 przekrojach
dwuteowych bisymetrycznych jest bardzo istotna w projektowaniu zginanych
elementow konstrukcji. Zarowno w literaturze zagranicznej jak i krajowej, m.in.
[1-6] oraz wielu innych, mozna znalez¢é wzory na moment krytyczny belki zgi-
nanej w postaci zaréwno rozwigzan Scistych jak i przyblizonych. Dotychczaso-
we, konwencjonalne propozycje rozwiagzan przyblizonych, w przypadku belek
Z obcigzeniem wywolujacym zginanie o zmiennej wartosci na dlugosci preta,
bazujg na zastosowaniu wspotczynnikow rownowaznego statego momentu, jako
mnoznika do momentu krytycznego okre$lonego przy zalozeniu pierwszej, Sy-
metrycznej postaci zwichrzenia. Zatozenie to przyjmuje si¢ rowniez w przypad-
ku, gdy belka zginana jest obcigzeniem o charakterze antysymetrycznym, kto-
remu w praktyce towarzyszy pierwsza posta¢ zwichrzenia bedgca postacig anty-
Ssymetryczna.
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W pracy [2] zaproponowano alternatywny sposob oszacowania sprezystego
momentu Krytycznego zwichrzenia belki na podstawie interakcji symetrycznego
I antysymetrycznego sktadnika momentu krytycznego. Rozpatrzono przypadek
obcigzenia momentow skupionych o réznej wartosci, przytozonych na koncach
preta. W niniejszym opracowaniu, zaproponowany w [2] sposob oszacowania
momentu krytycznego uogoélniono na przypadki dowolnego rozktadu wykresu
momentu zginajacego wzdluz preta. Na wybranym przyktadzie obcigzenia belki,
zaproponowane podejscie analityczne poréwnano z wynikami analiz numerycz-
nych wykonanych przy uzyciu programu LTBeamN [www.cticm.com].

2. Sformulowanie analityczne dotyczace wyznaczenia wartosci
sprezystego momentu krytycznego zwichrzenia

Sprezysty moment krytyczny zwichrzenia w odniesieniu do belki o przekro-
ju dwuteowym bisymetrycznym, podpartej widetkowo i obcigzonej w $rodku
$cinania, mozna na podstawie rozwigzania liniowej teorii statecznosci (LBA)
aproksymowac jak nastepuje:

M :CliC\/ Ncr,chr,T (1)

gdzie: Ncrz, Nerr — sity krytyczne przy sprezystym wyboczeniu wzgledem osi
gléwnej mniejszej bezwladnosci przekroju oraz przy wyboczeniu skretnym:
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Kz, kw — wspotezynniki dtugo$ci wyboczeniowej zalezne od warunkow podparcia
przekrojow koncowych preta. Wspotezynnik k; jest zwigzany z warunkami brze-
gowymi dotyczacymi swobody obrotu przekrojow koncowych wzgledem osi
glownej z-z, za§ wspotczynnik ky odnosi si¢ do warunkow brzegowych dotycza-
cych deplanacji przekrojow koncowych przy skrgcaniu skrepowanym wzgledem
podiuznej osi elementu Xx-x. Wspotczynniki k; i Kw przyjmuja wartos¢ pomigdzy
0,5 (przy zablokowanych stopniach swobody) a 1,0 (przy pelnej swobodzie ob-
rotu i deplanacji) oraz 0,7 w przypadku gdy na jednym koncu preta sg zabloko-
wane deformacje, a na drugim koncu jest pelna swoboda deformacji. W praktyce
inzynierskiej powyzsze wspotczynniki najczesciej przyjmuje si¢ po bezpiecznej
stronie o wartosciach rownych k;, = ky = 1,0,

C1 — wspotczynnik rownowaznego statego momentu zalezny od obcigzenia oraz
od wspotczynnikéw k; i kw. Wzory na wspotezynnik C; dla wigkszosci typowych
przypadkow obciazenia mozna znalez¢ w literaturze, m.in. [1,3-6].

Pozostate oznaczenia przyjeto zgodnie z [3].
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Przedstawiony w pracy [2] alternatywny sposOb oszacowania sprezystego
momentu Kkrytycznego zwichrzenia, bazujacego na interakcji Symetrycznego
i antysymetrycznego sktadnika momentu krytycznego odniesiono do przypadku
obcigzenia zginajagcymi momentami skupionymi na koncach preta. Podejscie
przyjete w pracy [2] mozna uogo6lni¢ do dowolnego schematu obcigzenia. Na
rys. 1 przedstawiono przyktad analizowany w ramach niniejszej pracy.
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Rys. 1. Rozpatrywany w pracy przyktad belki zginanej: a) schemat statyczny, obciazenie i wykres
momentu zginajacego, b) cze¢$¢ symetryczna obcigzenia i momentu zginajacego, ¢) czgs¢ antysy-
metryczna obcigzenia i momentu zginajacego

Fig. 1. Example of beam considered in this paper: a) static scheme, loading and bending moment
diagram, b) symmetric part of the loading and bending moment diagram, c) anti-symmetric part of
the loading and bending moment diagram

Na rys. 2-4 przedstawiono otrzymane na podstawie wynikow z programu
LTBeamN przebiegi osi odksztatconych (v — przemieszczenia zgodnego z osig Y,
6, = dv/dx — miary kata obrotu wokot osi z, 6x — kata skrecenia preta, ddy/dx —
miary deplanacji przekroju preta) przy dwoch pierwszych postaciach zwichrze-
nia w odniesieniu do wybranych obcigzen symetrycznych i antysymetrycznych.
W przypadku obcigzenia symetrycznego momentami skupionymi na koncach
preta (w = wp =1) dwie pierwsze postacie zwichrzenia majg podobny przebieg
jak pokazane na rys. 2. Wspotczynniki dtugosci wyboczeniowych wynikajacych
z postaci zwichrzenia zestawiono w tabl. 1. Wspotczynniki réwnowaznego mo-
mentu odniesione do dwodch pierwszych postaci zwichrzenia dla wybranych
szczegdlnych przypadkéw obcigzenia przedstawiono w tabl. 2.
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Rys. 2. Postacie wyboczenia przy symetrycznym rozktadzie momentu i schemacie obcigzenia nr 2
wyg tabeli 2: a) pierwsza, b) druga

Fig. 2. Buckling modes for the symmetric bending moment diagram and No. 2 type of load accord-
ing to the table 2: a) the first, b) the second
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Rys. 3. Postacie wyboczenia przy symetrycznym rozktadzie momentu i schemacie obciazenia nr 3
wyg tabeli 2: a) pierwsza, b) druga

Fig. 3. Buckling modes for the symmetric bending moment diagram and No. 3 type of load accord-
ing to the table 2: a) the first, b) the second
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Rys. 4. Postacie wyboczenia przy antysymetrycznym rozktadzie momentu: a) pierwsza, b) druga

Fig. 4. Buckling modes for the anti-symmetric bending moment diagram: a) the first, b) the second

Tabela 1. Wspotezynniki dtugosci wyboczeniowej zwiazane z postaciami wyboczenia przedsta-
wionymi na rys. 2-4

Table 1. Buckling length factors corresponding to buckling modes of Figs. 2-4

Wspolezynniki dlugosci wyboczeniowej w odniesieniu do rozkladu
Nr postaci wykresu momentu zginajacego
zwichrzenia Wykres symetryczny Wykres antysymetryczny
2= Lerz/L kw = Lerw/L 2= Lerz/L kw = Lerw/ L
Pierwsza ks =1,0 kws = 1,0 kza=0,5 kws = 1,0
Druga kza=0,5 kwa = 0,5 ks =1,0 kwa = 0,5

Tabela 2. Wspoétczynnik C1 w odniesieniu do wybranych rozktadow momentow

Table 2. Coefficients Ca for particular type of bending moment diagrams

Wspotczynnik C1
L. Wykres momentu - - .
Nr | Schemat obciazenia s Pierwsza postac¢ Druga postac
zginajacego . . . :
zwichrzenia zwichrzenia
Mg M,
: L M | Ce=100 | Cia=100

P

2 50 5100 SLA ]]‘;:I:O[P= 25PL Cl,s: 1,35 Cl,sa= 1,82

M; P=4M, /L M,
3 1105 MGM‘MS Ci15s=2,64 C152=1,82
g S

4 B EED:-»WMH Cra=1,32 Cras= 3,62
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Nalezy zwrdci¢ uwageg, ze wartos$ci wspotczynnikow dlugosci wybocze-
niowych przy antysymetrycznych uktadach obcigzen innych niz przedstawio-
nych na rys. 1 moga si¢ r6zni¢ od przedstawionych w tabl. 1. Zagadnienia te
beda przedmiotem przysztych badan.

Znajac rozwigzania elementarnych przypadkow zwichrzenia przy syme-
trycznym i antysymetrycznym uktadzie obcigzen, sprezysty moment krytyczny
zwichrzenia przy dowolnym uktadzie obcigzen zginajacych belke mozna aprok-
symowac W postaci:

Mmax MS max Ma max 1
=—"—+ — > M_ = 3
M M 77 Mcr,a ¢ 1 Ms,max 1 Ma,max ( )

M M M M

cr cr,s

cr,s max cr,a max

gdzie: Mmax — maksymalna bezwzglgdna wartos¢ z wykresu momentu zginajace-
go w belce,
Ms max, Mamax — maksymalna bezwzgledna warto§¢ momentu zginajgcego,
odpowiednio w cze$ci symetrycznej i antysymetrycznej Wykresu momen-
tow,
n — funkcja interakcji czgéci symetrycznej 1 antysymetrycznej momentu
Kkrytycznego, zalezna od schematu obcigzenia,
Mers, Mera — sprezysty moment krytyczny zwichrzenia odpowiednio przy
obciazeniu symetrycznym i antysymetrycznym. W przypadku obciazenia
przytozonego w $rodku $cinania i pierwszej postaci zwichrzenia:

Mcr,s = Cl,siC \/ Ncr,zchr,Ts ' Mcr,a = Cl,aiC \/ Ncr,zaNcr,Ta (4a,b)

gdzie: Nerzs, Ner,ts — wg (2a,b) po przyjeciu k; = kzs = 1,0 oraz kw = kws = 1,0,
Nerza, Ner.ra — wg (2a,b) po przyjeciu k; = kza = 0,5 0oraz kw = kws = 1,0,
Cys, C1,a — wspotczynnik réwnowaznego momentu odpowiednio przy sy-
metrycznym 1 antysymetrycznym wykresie momentow zginajacych
przyjmowany zgodnie z tabl. 2. W przypadku symetrycznego schematu
obcigzen, innego od wymienionych w tabl. 2 wspotczynnik Cis zaleca si¢
wyznacza¢ ze wzoru Bijaka [1], ktory w wielu przypadkach obcigzenia
lepiej przybliza Mcrs do rozwigzania otrzymanego z MES w poréwnaniu
do analogicznych propozycji podanych w pracach [5,6]:

21M 2
Cl'S:\/MZ TEMZ18MZ16M? ®)
max 2 3 4

gdzie: Mz, M3, M4 — momenty zginajace odpowiednio w 1/4, 1/2 oraz 1/3 rozpig-
tosci belki.



370 Z. Stachura

W przypadku schematu obcigzenia przyjetego na rys. 1 i sity P przylozonej
do $rodka $cinania przekroju (w wypadku przekroju bisymetrycznego pokrywa
si¢ ze Srodkiem ciezkosci przekroju), funkcje interakcji czgsci symetrycznej
i antysymetrycznej momentu Krytycznego n mozna przyja¢ w postaci:

- gdy Ms,max > Ma,max:

1-a
- 6a
n (z_aj (62)
gdzie: @ =1-M, o /Mg Oraz0<a<1,

n=1+yp|<2,

wp — wspotczynnik proporcji momentéw przyjmowany zgodnie z rys. b,

- gdy Ms,max S Ma,max:

1 n
()

gdzie: @ = M 0 /My e —1 Oraz-1<a <0,

n — wspotczynnik tak jak we wzorze (6a).

Warto zwrdci¢ uwagg, ze w przypadku analizowanego przyktadu obcig-
zenia (rys. 1), gdy parametr wp = 1,0 (brak sity skupionej P), funkcje interakcji
wg (6a,b) stajg sie tozsame, a po przeksztatlceniach mozna je wyrazi¢ w postaci
przedstawionej w pracy [2], tzn. # = 0,25(1—)?, gdzie wspolczynnik yw przyj-
muje si¢ zgodnie z rys. la.

Na podstawie analizowanego w pracy przyktadu (rys. 1), na rys. 4 porow-
nano zaproponowane podejécie analityczne Szacowania momentu Krytycznego
z wynikami analiz numerycznych wykonanych przy uzyciu programu LTBeamN
oraz z wynikami otrzymanymi z konwencjonalnego podejscia analitycznego ze
wzoru (1), po przyjeciu wspotczynnika Ci wedtug (5). Z poréwnania wynika, ze
praktycznie w calym obszarze rozwiagzan zaproponowana alternatywna metoda
analityczna jest blizsza wynikom otrzymanym z MES niz podejscie konwencjo-
nalne. Wyniki otrzymane ze wzoru (1) sa duzo bardziej konserwatywne niz te
otrzymane z propozycji (3), szczegdlnie w odniesieniu do przypadkow, gdy
dominuje czg$¢ antysymetryczna momentu zginajacego (parametr a < 0). Naj-
wicksze roznice w catym zakresie parametru a pomiedzy warto$ciami okreslo-
nymi wg proponowanego podejscia analitycznego a wzorem konwencjonalnym
stwierdzono w przypadkach, gdy parametr ye € <-1,0; 0,0>.
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Rys. 5. Porownanie warto$ci Mcr w zaleznosci od parametru a w odniesieniu do belki o wybranej
smuktosci wzglednej: a) w przypadku wp €<0,0;1,0>, b) w przypadku wp € <-1,0;0,0>,
c) w przypadkach wp < -1,0, wp > 1,0 oraz y =-1,0

Fig. 5. Comparison of results Mcr as a function of o for a given beam relative slenderness ratio:
a) in case of wp € <0,0; 1,0>, b) in case of yp € <-1,0; 0,0>, c) in cases of yp <-1,0, wp > 1,0 and

w=-10
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3. Podsumowanie

Przedstawiono opracowane w [2] podejscie analityczne do wyznaczenia
sprezystego momentu krytycznego zwichrzenia stalowych belek o dwuteowym
przekroju bisymetrycznym, uogolniajac je na przypadki dowolnego przebiegu
momentu zginajacego. Zaproponowane podej$cie analityczne por6wnano na wy-
branym przykladzie z wynikami symulacji MES i stwierdzono, Ze przybliza
wyniki numeryczne w stopniu lepszym niz analityczne podejscie konwencjonalne.
W kolejnym etapie badan rozwazane beda przypadki dotyczace innych rozktadow
momentu zginajacego i innych oddziatywan przestowych, w tym obcigzen
przytozonych poza $rodkiem $cinania przekroju.
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EVALUATION OF ELASTIC LATERAL-TORSIONAL BUCKLING
BASED ON THE INTERACTION OF SYMMETRIC AND ANTI-
SYMMETRIC LOADING CASES

Summary

This paper presents the elastic lateral-buckling instability problem of steel bi-symmetric |-
section beams subjected to mono-axial bending about major principal axis. In reference to the
beam under moment gradient, an alternative method for a direct determination of the elastic criti-
cal moment for lateral-torsional buckling, based on the superposition of the symmetric and anti-
symmetric buckling modes has been introduced herein. The proposed analytical approach has been
compared with the results of numerical simulations and demonstrated on the example of a simple
supported beam subjected to bending under support moments and the span load applied at the
shear centre of mid-length section of the beam.
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