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NUMERYCZNA OCENA NO SNOSCI BELEK
STALOWYCH ZGINANYCH DWUKIERUNKOWO

W pracy przedstawiono metody symulacji MES przycereniu nénosci stalo-

wych belek dwuteowych poddanych dwukierunkowemunagiu ze zwichrze-
niem. Analizie nénosci granicznej poddano belki z imperfekcjami georyetr

nymi. Wykorzystano geometrycznie i materiatowo imiewe sformutowanie
(GMNIA), w ktérym wykorzystane g wyniki analiz liniowych (LBA) w celu

okreslania imperfekcjiSciezki rownowagi statycznej w fazie przed- i pograniegzn
wyznaczano przy ayciu algorytmow przyrostowo-iteracyjnych o sterowapa-

rametrem obaizenia lub przemieszczenia, wykorzystj metody Newtona-
Raphsona oraz Riksa. Obliczenia numeryczne wykonamastbosowaniem pro-
gramu komputerowego ABAQUS/Standard. Omoéwiono spaaddelowania wa-
runkéw brzegowych oraz wplyw realizacji olgggnia na uzyskiwane wyniki.

Stowa kluczowe:dwuteownik stalowy, zwichrzenigciezka rownowagi statycz-
nej, punkt graniczny, MES, GMNIA

1. Wprowadzenie

Zagadnienie nimosci realnych belek (z imperfekcjami) dwukierunkowo
zginanych, wraliwych na zwichrzenie jest w ogoléd ztozone i ocena ich wy-
tezenia wymaga uwzgtinienia nagfpujacych czynnikéw:

- wplywu oddziatywa, ktére mog pochodzt od kombinacji obeizen ze zmie-
niajacymi sk niezalenie sktadnikami,

- zaleznosci wytrzymataci od poziomu wygzenia belki pod wplywem zginania
wzgledem obu osi bezwladba przekroju.
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Oba ww. czynniki prowadgzdo silnie nieliniowych zalaosci interakcyj-
nych My =My eqma/Moy,rci Me~=M; egma!Mczre Symulacje numeryczne MES po-
zwalapce na wyznaczenie tych zat®ici mog by¢ przeprowadzone
z uwzgkdnieniem ré@nych metod i algorytméw numerycznych zaimplemento-
wanych w komercyjnych programach obliczeniowychnWejszej pracy zasto-
sowano wybrane metody i przedstawiono gcerarygodndci wynikow symu-
lacji, a take rekomendacje odnagz st do praktycznych aspektéw numerycz-
nego modelowania statecZemwego zachowaniagkelementow realnych kon-
strukgcji stalowych.

2. Metody symulacji MES w zagadnieniach stateczioi

Uktad rowna nieliniowych powstatych w wyniku dyskretyzacji MESz-
wigzuje s¢ efektywnie régnymi metodami przyrostowo-iteracyjnymi
w przestrzeni  obgikeniowej, przemieszczeniowej lub  olf@niowo-
przemieszczeniowej, ktore pozwalaa wyznaczenie petnggiezki rbwnowagi,
przed- i pogranicznej wraz z identyfikagpunktow bifurkacji i punktéw gra-
nicznych, lokalnych i globalnych [2]. W programieBAQUS [3] mazliwe jest
wyznaczenie:

a) wartdci i wektoréw wiasnych (tzw. liniowa stateczgoustrojow perfekcyj-
nych — LBA),

b) na&nosci ustrojow bez imperfekcji z uwzglnieniem duaych deformaciji,
modelupc materiat jako sgrysty (GNA) lub niespyzysty (GMNA),

C) nasnasci ustrojow z imperfekcjami z uwzglnieniem duaych deformaciji,
modelupc materiat jako sgrysty (GNIA) lub niespgzysty (GMNIA).

W przypadkach a) oraz b) stosuje silgorytmy przyrostowo-iteracyjne
Newtona i Newtona-Raphsona o sterowaniu parametrgmeestrzeni obgizen
lub przemieszcaeoraz Riksa 0 przyrostowym sterowaniu parametrenigoe-
nia lub przemieszczenia wraz z itetaciv przestrzeni obgrzeniowo-
przemieszczeniowej.

W algorytmach typu Newtona ze sterowaniem przyrostbcihzenia ist-
nieje maliwos¢ analizowania standéw rownowagi jedynie do chwiliggeiccia
na globalnegciezce rownowagi punktu granicznego. Algorytmy te, wpagtku
sterownia przyrostem przemieszczenia, gbgé efektywnie wykorzystywane
do wyznaczenia petnégiezki rownowagi konstrukcji jako zakaosci funkcyjnej
miedzy reakc} wiezi odpowiadajcej zadawanemu przyrostowi przemieszczenia
oraz wartdécig catkowitego przemieszczenia w stanie rownowagilaaym kro-
ku. Jeeli oddziatywania $ zalezne, sterowanie wksz liczbg skladnikéw pola
przemieszczenia wymaga ustalenia relacjgidzy tymi sktadnikami, ktéra pozo-
strukcji. Sterowanie analizodbywa st poprzez przyrost parametru przemiesz-
czenia, wspollnego dla wszystkich wymuskemematycznych. Sytuacja ta powo-
duje, ze reakcje wizO6w uzyskane w wyniku przeprowadzonej symulacjespr
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sto-plastycznej odpowiedzi konstrukcji nie pozastajtej samej relacji jaka zo-
stata zataona do ustalenia relacji paizy wymuszeniami kinematycznymi.

Jezeli wymuszenia kinematyczne miezalene, analiz przeprowadz moz-
na sekwencyjnie, przyjmag sekweng wymuszé kinematycznych najbardziej
niekorzystm z punktu widzenia rimosci konstrukcji. W wypadku elementu
swobodnie podpartegéciskanego i zginanego dwukierunkowo, aihwe s trzy
wymuszenia kinematyczne: skrocenie oraz dwa olpotypor wzgidem prze-
krojowych osi gtownych. Mdiwe jest 6 kombinacji sekwencyjnej realizacji
procesu przyrostowego, zyganych w kadej kombinacji z innym pogzdkiem
kolejno realizowanych przyrostéw skfadnika polazaleznych wymusz# kine-
matycznych. W kadej kombinacji zadajemy wa#a reakcji wezéw w dwoch
pierwszych sekwencjach realizacji przyrostéw odpaapcych im wymusze
kinematycznych, w trzeciej ggrzyrosty realizowaneagsdo chwili osagniecia
punktu granicznego niezce rownowagi (reakcja @i wyznaczona w ostatnim
etapie sekwencji jest trzecwspotrzdng punktu na powierzchni granicznej).
Powtarzajc symulacje dla rinych wartdci reakcji wgzow w dwoch pierwszych
sekwencjach realizacji przyrostow wymusz&inematycznych otrzymujemy
powierzchng graniczm nasnosci z uwzgkdnieniem wyboczenia i zwichrzenia
elementu. Zadanie nmpa tex zrealizowé stosujc algorytm Riksa i zadag jed-
noczeénie 3 wymuszenia kinematyczne, ale przy ustaleeiacji midzy nimi,
ktéra pozostaje niezmienna w procesie przyrostowgtreniasciezki réwno-
wagi konstrukcji. Powierzchnia graniczna jest miejs geometrycznym punk-
tow o wspotrzdnych odpowiadarych reakcjom wizow, zwgzanym z granicz-
na wartascig parametru sterowania wymuszeniami kinematycznymi.

Dogodnym sposobem symulacji jest ustalenie wartpewnych skladni-
kéw oddziatlywa a priori i prowadzenie symulacji przy jednym wyrpesiu
kinematycznym lub przy dwoch speonych wymuszeniach kinematycznych,
odpowiadajcych schematowi symetrycznemu lub antysymetrycznpraabie-
gu efektu oddziatywania na diugd elementu. Zatamy, ze mamy do czynienia
z obcizeniem belki dwoma sktadnikami, z ktorych jeden daigsymetryczny
przebieg efektu oddziatywania, np. d¥enie momentem skupionyfg,, 4 na
jednym kaicu, dajce trojlatny wykres momentowego efekil, g4 Przyjmijmy,
ze skiadnik obazenia F,;4 ma ustaloa wartc¢, a sterowanie parametrem
przemieszczenia odpowiada dwém wymuszeniom kinesmagyn przyktada-
nym jednoczénie, z zatgenia dajcym symetryczny lub antysymetryczny prze-
bieg reakcji wzow R,y 4 (efektu oddziatywanid, gy, np. obrotyd, 4 odpowia-
dajace obcazeniu dwoma momentami skupionyrfi, s Oshgniecie punktu
granicznego nie dalzie w tym wypadku odpowiadato dwdm reakcjonezdiw
o tej samej wartiei bezwzgédnej, dagcym zataony przebieg efektu oddziaty-
wan My gqjako symetryczny lub antysymetryczny. Nalaviec pamgtac o ogra-
niczeniach stosowanego modelowania zachowagi&osistrukcji w przypadku
oddzialywa wieloparametrowych z zastosowaniem algorytméw ostania
przemieszczeniowego.
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3. O interpretacji wynikow powtokowego modelowaniselemen-
tow belkowych przez sity uogolnione — realizacja wankow
brzegowych

Poréwnujc rozwihzania numeryczne MES uzyskane z wykorzystaniem
modeli petowych i modeli powtokowych naky zadb& o to, aby warunki reali-
zacji warunkow brzegowych i okgienia byly identyczne w obu sposobach mo-
delowania. W modelu powlokowym najewowczas spetdizatazenie sztywne-
go konturu przyjmowane w teorii gia cienk@ciennego Wiasowa, ktore wyma-
ga, aby deplanacja byta liniowo-zmienna na déggécianek przekroju i stata na
ich grubgci. Mozna to osigm¢ przez wyodgbnienie trzech subkonturow jak
zaproponowano w [4]. Natg zauway¢, ze w tego typu modelowaniu efekty
napkzen normalnych od zginania i sjgania skepowanego generowane ge-
dynie w pasach przekroju dwuteowego. @benie skupione momentefy, 4na
koncu prta, w srodku cezkosci przekroju, nalgy wowczas zagpi¢c dwoma
rownowanymi momentami w pasachy, i ktorych warté¢ wynosi Fy, d2.

W algorytmach sterowania wymuszeniem kinematyczngahezy mie¢ na uwa-
dze,ze pasy belki dwuteowej przeng@szogolnione sity przekrojow8, rq ktére

s3 wypadkows stanu wywotanego zginaniem i skaniem skgpowanym. Przy
sterowaniu obrotan#, y pasow bisymetrycznego przekroju dwuteowego, reak-
cje w wiezach pasa goérnego i dolnego odpowiad#pzonemu stanowi, a et
sitom przekrojowym od zginania i skrania skgpowanego wzgidem osi gtow-
nejz przekroju:

Sipa = [0 Y)dydz, Sipe= ([0 Yldlydz, (1a.0)
f f
gdzie: S}, oraz SZRd odpowiadag napgzeniom normalnymgy(z), odpowied-

nio ox«(y) w pasie gérnym ig (y) w pasie dolnym, scatkowanym na
szerokdci paséw A; — pole przekroju pasa.
Rozseparowanie stanowetyich w pasach gornynft, i dolnym ,fb” od zgi-
nania momentenM, rq0raz skecania skgpowanego bimomenterBgy mazna
w prosty sposéb dokotav wypadku, gdy najwczaiej oshgany punkt graniczny

sciezek rownowagi sit przekrojowych w pasach gorngy, oraz doInymSZRd
jest stowarzyszony ze stanemeggstym belki. Zachodgwowczas zatenosici:

M ,Rd =2M 4Ry, Brg=M B Rd he s (2a,b)

oraz

M ZfRd = 015(Slsz + SZRd)’ M ?f,Rd = Ovs(stsz - SZRd)’ (3a,b)

gdzie:h jest wysokécia przekroju dwuteowego w osiach paséw.
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Sposbéb rozseparowania efektéw oddzialyvwgastosowano w rozdziale 4,
dotyczicym oceny nénosci belki dwukierunkowo zginanej, p. 4.2 przypadék a

4. Przyktady powtokowego modelowania elementéw bBedwych
zginanych dwukierunkowego

Przyjeto nas¢pujace zatagenia do prowadzonych analiz:

a) rozpatrzono element o smudol, = 1,0 i przekroju HEB 300,

b) przykto staly rozktad momentu zgingggo wzgtdem rozpatrywanych osi
gtéwnych, oznaczony UMI, I =Y, Z,

c) rozpatrzono belko geometrii imperfekcyjnej i ksztalcie imperfekgdpo-
wiadapgcym pierwszej formie utraty statecZeoz warunku zwichrzenia pod
wptywem momentuMyeq przy czym amplituda imperfekcji jest zgodna
z zaleceniami PN-EN 1993-1-1 [1],

d) gatunek stali S235, co dajd;yr«= 420,8 KNMMp , re= 202,8 kKNm,

e) symulacje MES prowadzong 3 wykorzystaniem programu ABAQUS [3],
po przygciu prostolgtnych elementéw powlokowych S4R oraz warunkdéw
brzegowych odtwarzagych zalgenia przyjmowane w teorii gia cienko-
sciennego Wlasowa,

f) zatozono m,,= M, egdM, 5 rc= 0,200 i symulowano stan technicznej utraty
statecznéci (zwichrzenia) z wykorzystaniem algorytmow nunemyych
Newtona-Raphsona oraz Riksa w celu wyznaczegja max My edMy pirJ,

g) przygto trzy sekwencje realizacji olgen:

- sekwencja A(ustalona wart® momentow w pasadhy, = Fx. d2, przy-
rostyF,, 4 realizowane przez sterowanie obrotem przekfpi

- sekwencja B(ustalona wart& F,y 4 przyrostyF,, qrealizowane przez ste-
rowanie obrotami pasog ¢,

- sekwencja C(przyrostyF,, 4i Fy; 4 realizowane przez sterowanie parame-
trem obcizenia zgodnie z kierunkiem linii nachyleriieiezki o stosunku
M,/ My, =0,200/0,721).

4.1. Wyniki dotyczace sekwencji A

W kroku pierwszym w przekrojach kocowych zadano po dwa momenty
skupione o wartiachF,, 42 w srodkach ajzkosci pasow, dajce staly moment
M, e~ 40,557 KNm, ktéry opowiada wast bezwymiarowejn,,= 0,200.

W kroku drugim zastosowano:

a) sterowanie obrotem przekrojow rkowych z wykorzystaniem algorytmu
Newtona-Raphsona (obré§ przytozony w srodku cizkosci przekroju). Na
podstawiesciezki rownowagi statycznej wyznaczonbly gqmax= RMYmax =
303,490 kNm, co daje,,~=0,721 (rys. 1a),

b) sterowanie obgkeniowe z wykorzystaniem algorytmu Riksa (moment-sku
piony Fy, 4 przytazony w srodku ckzkosci przekroju). Uzyskandy gqmax =
CMY max= 303,479 kNm, co daje,=0,721 (rys. 1b).



352 M. Gizejowski, R. Szczerba, M. Gajewski

350,0 - 350,0 |
_ =00 / RMY,,, =303,490 kNm | . esb CMY,,, =303,479 kNm |
E | =
= 2000 | = 2000 | |
= =
_ 1500 1500
= | = |
o 1000 | O 1000 |
50,0 - - 50,0 i
| |
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,00 002 0.04 0,06 0,08 0.10
a) Obrot przekroju podporowego o, [rad] b) Obrot przekroju podporowego o, [rad]

Rys. 1. Wyniki dotycace sekwencji A; a) sterowanie obrotem przekrojoigmwowych (algorytm
Newtona-Raphsona); b) sterowanie gbeniem (algorytm Riksa)

Fig. 1. Results concerning sequence A; a) comiglbf end cross-sections rotation (Newton-
Raphson algorithm); b) controlling of load paraméRiks algorithm)

4.2. Wyniki dotyczace sekwencji B

W kroku pierwszym w przekrojach koowych zadano momenty skupione

0 wartaci Fyy ¢ W srodkach ogzkosci przekrojow kacowych, dagce staty mo-

ment My g= 303,490 kNm, ktory odpowiada wastd bezwymiarowej

m¢,=0,721. W drugim kroku zastosowano:

a) sterowanie obrotem paséw (obrétyprzytazono wsrodkach a¢zkosci pa-
sow) przekrojow kacowych z wykorzystaniem algorytmu Newtona-
Raphsona. Przyrosty wymuszenia dla pasa gérnegnégo g takie same.
Uzyskano dwie rine $ciezki rownowagi reakcji odpowiadagych wymusze-
niom obrotowymé, paséw goérnego i dolnego (rys. 2a). W przypadkuapas
gérnego, maksimum reakcji wynosi RMZ:ft = 10,009 kNm, zaodpowia-
dajgca mu warté¢ reakcji pasa dolnego wynosi RMZgfp= 30,432 kNm.
Otrzymuje s¢: M, ggmax= 10,009 + 30,432 = 40,441kNm, co dajg= 0,199,
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Rys. 2. Wyniki dotycace sekwencji B; a) sterowanie obrotem paséw w pgja&h podporowych
(algorytm Newtona-Raphsona); b) sterowanie gigziiem (algorytm Riksa)

Fig. 2. Results concerning sequence B; a) controlihdlanges rotation in end cross-sections
(Newton-Raphson algorithm); b) controlling of loaarameter (Riks algorithm)



Numeryczna ocena &eosci belek stalowych zginanych dwukierunkowo 353

b) sterowanie obgkeniowe z wykorzystaniem algorytmu Riksa (momenty-sk
pione Fy, 42 w srodkach atzkosci pasow). Uzyskan®l, gqmax= CMZ-ftmax
+ CMZ-fbmax = 20,232 + 20,232 = 40,464 KNm, co dajg= 0,200 (rys. 2b).

4.3. Wyniki dotyczace sekwencji C

W jednym kroku zadawano sktadniki niestatecoimwy Fy, 4 (Momenty
skupioneF,, {2 w srodkach ogzkosci pasow) i stateczoiowy F,, 4 (moment
skupionyF,y 4 W Srodku cizkosci przekroju). W punkcie granicznym uzyskano
My edmax= CMYmax = 303,345 kNm, co daje,=0,721,M, g4max= CMZ-ftmax
+ CMZ-fbmax = 20,269 + 20,269 = 40,538 kNm,awim.=0,200 (rys. 3).
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Rys. 3. Wyniki dotycgce sekwencji C (sterowanie parametrem gtmtiia wg algorytmu Riksa);
a) moment zginafy wzgkdem osiy; b) moment zginapy wzgkdem osiz

Fig. 3. Results concerning sequence C (controllingad parameter according to Riks algorithm);
a) bending moment about ayisy; b) bending moment about axs

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono metody symulacji MES przycezaniu nénosci
elementow dwukierunkowo zginanych ze zwichrzenigdmowiono sposéb
modelowania warunkOéw brzegowych oraz wplyw zast@sow rénych
sekwencji obeizen na wyniki symulacjiSciezki rownowagi statycznej wyzna-
czano przy @yciu algorytmow przyrostowo-iteracyjnych o sterowaparame-
trem obciyzenia lub przemieszczenia, wykorzygtumetody Newtona-Raphsona
oraz Riksa. Ze wzgtlu na wskazane w pracy ograniczenia modelowania sta
teczndciowego zachowania sielementu na podstawie sterowania parametrem
przemieszczeniowym, jego popravstaalery weryfikowa: przez poréwnanie
z wynikami analizy, w ktorej sterowanie parametrebctiazenia realizowane
jest przyrostowo zgodnie z algorytmem Riksa.

Rezultaty przeprowadzonych analiz stanppuinkt wygcia do bardziej za-
awansowanych rozwan, dotyczcych obliczania realnych ustrojow konstruk-
cyjnych.
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NUMERICAL ASSESSMENT OF STEEL I-SECTION BEAMS
RESISTANCE IN RELATION TO TWO DIRECTIONAL BENDING

Summary

FEM simulation methods used for assessment of baition beams resistance in relation
to two directional bending and LT-buckling are mrted in the paper. Stability analyses are con-
cerned with beams of imperfect geometry. Geomélyicand materially nonlinear analyses
GMNIA preceded by analyses LBA were carried outtiStquilibrium paths accounting for pre-
and postlimit behaviour were determined with usénofemental-iterative algorithms taking into
consideration both the load and displacement cbmanameters. Newton-Raphson and Riks
methods were used for this purpose. Numerical sitiarls were conducted with use of ABAQUS/
Standard program. Modelling techniques of boundamyditions and load application sequence
were presented.
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