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EFEKTYWNYCH

Przedmiotem rozwan jest jednowymiarowe, stacjonarne zagadnienie prdew
nictwa ciepta w kierunku prostopadtym do uwarstwaew wielosktadnikowym,
wielowarstwowym kompozycie o poprzecznej gradadfiseiwosci efektywnych.
W celu wyznaczenia rozktadu temperatuvykorzystano wariant asymptotyczny
modelowania tolerancyjnego. Obliczono wécio efektywnego wspétczynnika
przewodzenia ciepta oraz wyznaczono rozkitady teatpey dla pewnych szcze-
golnych przypadkéw.

Stowa kluczowe: przewodnictwo ciepta, modelowanie tolerancyjne, komyt
0 poprzecznej gradacji wieiwosci efektywnych

1. Wstep

Utozenie jednorodnych, termicznych warstw w wielowarstwe] przegro-
dzie nie wptywa na warfo catkowitego oporu cieplnego, a tym samym na watr-
tos¢ wspotczynnika przenikania ciepta, jednak zmaozwplywa na rozktad
temperatury. Przy edych ukladach warstw wykonanych z tych samych mate-
riatbw uzyskuje s rozne rozklady temperatury. Istotne jest wybranie gg&i
uktadu warstw, ktéry daje optymalny w danym przyadozkiad temperatury.

W pracy rozpatrzono, sktadap sic z wielu skladnikdw, struktgrwielo-
warstwow, ktora charakteryzujespoprzecza gradacy cieplnych wiaciwosci
efektywnych.
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Przez wielosktadnikow wielowarstwowy struktue o poprzecznej gradacji
wiasciwosci efektywnych rozumie siuklad sktadajcy sk z dwej liczby warstw
o statej grubéci, gdzie kada warstwa sktadacsiz co najmniej trzech gaych,
warstwowo utgonych sktadnikow (podwarstw). W k@dej warstwie grubsi
podwarstw wykonanych z odpowiadeych sobie materialdw, #6ig sie od
siebie, w taki sposolye dwie gsiednie warstwy magby¢ traktowane jako
nierozr&nialne makroskopowo. Jednoémee dopuszcza ginawet znacznroz-
nice grubaci podwarstw wykonanych z odpowiag@ych sobie materiatdw
w warstwach od siebie odlegtych.

Rozkiad temperatury w obszarze wielowarstwowej gnagy mana wy-
znaczy wykorzystujc teore przewodnictwa ciepta Fouriera. Ze watdjll na to,
ze charakterystyki materialowe rozpatrywanych strukdy funkcjami nieci-
gtymi, skokowo zmieniacymi swoje wartéci na ptaszczyznach kontaktu gni
dzy gsiadupcymi sktadnikami (na tzw. interfejsach) — wspétcaikn funkcyjne
w réwnaniu ré@niczkowym castkowym przewodzenia ciepta sieciglte. Nie-
mozliwe jest w takim przypadku uzyskanie rozweania w postaci analitycznej,
a zastosowanie metod numerycznych jest czasocht@measami wicz nie-
mozliwe. Celem pracy jest, w oparciu o wariant asyryatpny metody mode-
lowania tolerancyjnego [4-6]:

* wyznaczenie efektywnego wspétczynnika przewodzemégta w kierunku
prostopadiym do uwarstwienia w kompozycie o popaef gradacji wisci-
WOSCI;

e analiza rozkladow temperatury w wybranych przypatikanajca na celu
pokazanie mdiwosci zaprojektowania uktadu podwarstw struktury kompo
zytowej tak, aby z punktu widzenia rozchodzenigpleaigealizowany byt za-
dany z gorny rozktad temperatury.

Zagadnienie przewodnictwa ciepta w ramach metodgeatmavania toleran-
cyjnego w dwusktadnikowych strukturach o poprzegzyradaciji wigciwosci
efektywnych omowione jest np. w [1-2, 8], a w prdéy analizowano mdi-
wos¢ projektowania takich struktur. Natomiast wieloskikowe struktury
0 poprzecznej gradacji wieiwosci efektywnych rozpatrzono w [3].

2. Przedmiot rozwazan

Analizowana struktura zajmuje obszar=(0,L,)xZ, £=(0,L,)x(0,L;)
isklada s} z duwej liczby N (1/N<<1) warstw o statej grubci n,
(n=L /N). Kazda warstwa sktadagz M jednorodnych materiatow, ktorg s

sztywnymi przewodnikami ciepta. Z materiatéw utwamgch jestP idealnie
potaczonych ze sappodwarstw. Liczba podwarst® jest, co najmniej rowna
liczbie materiatowM . Wiasciwosci cieplne kompozytu opisang przez tensor
przewodnictwa cieptaA , ktéry dla poszczegolnych materiatoM przyjmuje
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wartagsci A,,,, m=12,...M . Skladowe tensora\ , przyjmup wartaci )\‘],‘1?,
gdzie a,B =123. Zalazono, ze sktadniki wchodge w skiad struktury kompo-
zytowej @ izotropowe, zatem tensor przewodnictwa ciepta mv tym,
m=12,...M materiale przyjmuje posta A, = A, [1, gdzie 1- jest macierz
jednostkovg. W kazdej warstwie wyréniono ptaszczyzn srodkows

X, = X E%+(n—1)r] , n=1...,N. Schemat warstwy rozpatrywanego kompo-

zytu przedstawiono na Rys. 1. Rozpatrzono zagagnigganowymiarowego,
stacjonarnego przewodnictwa ciepta w kierunku preastitym do uwarstwienia.
n
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Rys. 1. Schemat warstwy wielosktadnikowego, wieletaowego
kompozytu o poprzecznej gradacji vdavosci efektywnych

Fig 1. Scheme of the layer of multicomponent, raygred
composite with transversal gradation of effectiveperties

W kompozycie o poprzecznej gradacji wdavosci efektywnych, zmiana
wiasciwosci materialowych zachodzi wzdtikierunku prostopadtego do uwar-
stwienia (wzdta osi Ox,), i nie mana w niej wyréni¢ powtarzajcej st ko-
morki. W celu opisania struktury materialowej wpemgza s funkcje
¢,(0.p=1...P, nazywane funkcjami  nasycenia, takie, ze

¢1(x1)+ ...+¢p(xl):1 dla kezdego x; D(O, Ll). Wartdici funkcji nasycenia na

ptaszczyznachkrodkowych x{', n=1...,N s3 interpretowane jako frakcjg-

tego skladnika wchodzego w sklad warstwy, w ktérej dana ptaszczysmaal-
kowa st znajduje. Grub& p- tej, p=1..,P podwarstwy wn-ej, n=1...,N

warstwie mana zapisajako n'y = ¢, (xl”)q :
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3. Procedura modelowania

W wariancie asymptotycznym metody modelowania swleyjnego, zwa-
nym homogenizagjlokalng, stacjonarngole temperaturw([)l przy zadanych

warunkach brzegowych przybéi sk przez poled(f), [13-15]:

6(x)=8(x) =5(x) + v Ju(x). (1)
gdzie:ﬁ([)] - Wredniona temperaturap(]] - amplituda fluktuacji temperatury,
y(JJ - globalna funkcja mikro-ksztattu, ktérej pastawigzania jest z budow
kompozytu.

Pola 8(Ji w()) s funkcjami klasyC* w obszarzeQ. S to funkcje nie-
znane i nalgy je wyznaczy zgodnie z procedgrmodelowania opisannp.
w [6]. Globalna funkcja mikro-kszta’rtu([) musi spetnid warunki przedstawio-
ne np. w [3]. Jest gijta, okrélona dla wszystkichx,, x, 0[0,L], liniowa po-
miedzy interfejsami. Wartei funkcji y([) na interfejsach wyznacza ¢si
z zalenosci:

)‘eff (Xln)

Yo =v’;_1+n¢p(xl“{m—

1], p=12....P, n=12,....N, 2
P

gdziexp, (JJ, p=12..P - funkcje nasycenialy; - efektywny wspotczynnik
przewodzenia ciepta wi-tej warstwie kompozytu wygany wzorem:

Aeﬁ(@)s[¢l}€>l‘f)+...¢P(Xln)j_l, @3)

Ae

dodatkowo funkcjay([) musi spetnia Warunel(py>(x1”)=0, gdzie p jest gsto-
$cig masy, a{[ﬁ(xl) jest yrednieniem zdefiniowane jako:

1x1+n/2 (n I’]j
f =— flzdz, x, O] —,L,——|. 4
(1)) x1_£/z(z) 2, 40|55 (4)

W wyniku przeprowadzenia procedury homogenizadjaloej, amplitug
fluktuaciji temperaturytp([) dla jednowymiarowego, stacjonarnego zagadnienia

przewodnictwa ciepta nina wyrazé jako funkcg gradientu temperatur@([)]:

= S ] st
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Pole drednionej temperaturga([)] wyznacza si z réwnania:

& (bbb b))

gdzie:

At (xl)s(%fl)+ +¢;—(:1)Jl 7)

Rownanie (6) oraz (5) wraz z dekompozy(d) oraz z zadanymi warunka-
mi brzegowymi stanowi uklad réwnadla jednowymiarowego, stacjonarnego
przewodzenia ciepta w kierunku prostopadiym do wiveienia w kompozycie
0 poprzecznej gradacji wieiwosci efektywnych. Nalgy podkréli¢, ze wyst-
pujacy W réwnaniu (6) wspétczynnikh () wolno zmienia swoje wartoi,
dzieki czemu réwnanie to nima rozwhzat w analityczny sposob (catigg po
zmiennejX; ).

4. Przykfad

Rozpatrzono pasmo kompozytow@(s(o, L)>< R?) o grubdci L, ktére
zbudowane jest N =20 warstw o statej gruldci n=L/N. Wprowadzono
oznaczeni& = x, . Kazda warstwa sktadaesiz trzech podwarstw zbudowanych
z réznych jednorodnych i izotropowych materiatdw. Furekoasycenia w war-

—L-02x_ 02, ¢3(x) =1- L _I?’ZX . Oznacza

stwie wynosz: ¢, =02, ¢,(x)=
to, ze grubd¢ pierwszej podwarstwy w kdej warstwie jest stata i réwna
n,=0,2n (poniewa ¢, =const), natomiast grubiwi drugiej i trzeciej podwar-
stwy w kolejnych warstwach #aig sie. Rozpatrzono siedem wariantéw z#e
nia materiatbwW tabeli 1 zamieszczono wagto wspotczynnikéw przewodze-

nia ciepta w sktadnikach warstwy oraz wadoefektywnego wspotczynnika
przewodzenia ciepta dla calego pasma kompozytowegoszczeg6lnych wa-

riantach.  Naspnie  przyjmujc  warunki  brzegowe 6(0)=0°C,
6(L)=9,°C =6,°C >0°C, wyznaczono rozktady temperatury. Na Rys. 2 przed-
stawiono rozklady bezwymiarowych ilorazows(()/ 8, oraz 8()/ 6,

w poszczegoblnych wariantach, natomiast na Rysz&8dstawiono rozktady tem-
peraturyé([)]/ éL w wybranych warstwach kompozytu.
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Tabela 1. Wartiri wspoétczynnikéw przewodzenia ciepta

Table 1.Thermal conductivity coefficients

pod- wariant
warstwg ] 2 3 4 5 6 7
1 A AL Ay =200A; | A, =2007; | A3 =10002; | A; =10003; AL
2 A, =200A; | A3 =100, A A3 =100, A A, =200 | A =M
3 A3 =1000; | A, =200; | A;=10002,; A A, =200 AL A3 =7
Aett | 446430N ; | 446431, | 241550, | 24155, | 236970, | 236970, AL

Rozktady temperaturys()/ 9, sa gtadkie, natomiast rozktady (D 6,

charakteryzy sie ,zabkami” wynikapcymi z uwzgédnienia niejednorodnej
budowy struktury kompozytowej (por. wzor (1)).

a) b)

1.0F

0.8f

0.6

8/0L
0/6.

0.4¢

X/L

Rys. 2. Rozktad temperatury &)()/ 9, , b) 8(J/ 6, . Linie 1+7 poszczegélne warianty

Fig. 2. The temperature distribution 8f)/ 9, , b) 8()/ 6, . Lines 1+7 individual variants

Wyniki pokazane na Rys. 2a i 2b pokaguje w przypadku tréjsktadniko-
wego pasma kompozytowego, przy zachowaniu tej saragpici efektywnego
wspotczynnika przewodzenia ciepta dla catego pasnuana tak zmienié uto-
zenie podwarstwze w strefie przybrzegowej od strony zesvanej lub we-
wnetrznej otrzymuje si duze lub mate gradienty temperatury (por. warianl i
3i4,5i6).
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Rys. 3. Rozkiady temperatur@([)]/ éL w warstwie a) trzeciej, b) dziegtej c) trzynastej. Linie
1+7 odpowiadaj poszczegdlnym wariantom

Fig. 3. Distribution of temperaturé([)]/ éL in a) the third b) the ninth c) thirteenth, laykines
1+7 correspond to individual variants

Siodmy z rozpatrywanych wariantéw, dla ktoregp= A, = A5, pokazuje,
ze w ramach modelu homogenizacji lokalnej istniejejscie z niejednorodne-
go uktadu do struktury jednorodne;j.

5. Podsumowanie

Model homogenizacji lokalnej dla zagadnienia przézemia ciepta w wie-
losktadniowym, wielowarstwowym kompozycie o poprzeg gradacji wisci-
wosci efektywnych pozwala zagii¢ niecagte wspoétczynniki w réwnaniu prze-
wodzenia ciepta, wspoétczynnikami, ktorg gtadkie. Otrzymane réwnania mo
na rozwjzat dla pewnych szczegdlnych przypadkéw nawet w spasélitycz-
ny. Na podstawie przedstawionego przyktadwmaopowiedzié, ze na rozkiad
temperatury wptywa niejednorodna budowa analizoyvateiktury. Rozkiad
temperatury zalyy od funkcji nasycenia, co daje wmiwos¢é projektowania
struktury kompozytowej, tak, aby realizowany bytlaay z gory rozktad tempe-
ratury. W zalenosci od potrzeb madiwy jest taki dobér uktadu podwarstw
struktury kompozytowej, aby uzyskapd strony zewgtrznej lub wewstrznej
w strefie przybrzegowej bardzo mate albo bardzeedgradienty grednionej
temperatury. M2e to mi€ znaczenie np. w produkcji wdzer do przechowy-
wania materialdow spywczych wymagajcych odpowiednich warunkow ter-
micznych (komory chiodnicze do przechowywania owecoOwarzyw);
w przemyle motoryzacyjnym do produkcji oston silnikdw.
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DISTRIBUTION OF TEMPERATURE IN MULTICOMPONENT
MULTILAYERED COMPOSITE WITH TRANSVERSAL GRADATION
OF EFFECTIVE PROPERTIES

Summary

The object of analysis was one-dimensional, statproblem of heat conduction problem
in direction perpendicular to layers within thenfras of asymptotic variant of tolerance modelling
in multicomponent, multilayered composites witmgwaersal gradation of effective material prop-
erties. The influence of the composite microstreeton the temperature distribution was investi-
gated. It has been shown that inhomogeneous steuofuthe considered construction influences
for the gradient of micro-temperature in the zolose to the surfaces.
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