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WYBOR ROZKLADU ODDZIALYWA N
KLIMATYCZNYCH Z WYKORZYSTANIEM
METODY BAYES'A

Wybér typu zmiennej losowej na podstawie wynikévd#iapolega najcgciej na
aproksymaciji parametréw przyggo rozktadu. Jednak dephe wyniki bada lub
obserwacji cgsto nie pozwalaj na dostatecznie precyzyjne dopasowanie jednego
z powszechnie stosowanych typéw rozktadu zmiermegwej. W artykule przed-
stawiono meto¢ oparty na wnioskowaniu Bayesa, ktéra uiiwia oszacowanie
miary dopasowania i optymalnego wyboru jednegoppwyych rozktadéw zmien-
nej losowej oraz wyznaczenie dystrybuanty liniok@mbinacji testowanych roz-
kltadéw. Zastosowanie przedstawionej metody zilwerm na przyktadzie oceny i
wyboru dystrybuanty rozktadu reprezentiggo obcizenie $niegiem gruntu oraz
wyznaczenia kombinacji testowanych rozktadow w aatusslenia wartdci cha-
rakterystycznej obgzeniasniegiem dla przyjtego okresu powrotu.

Stowa kluczowe:oddziatywania klimatyczne, olagieniesniegiem, metoda Bayesa

1. Wstep

Analizujac prognozy oddziatywaklimatycznych oparte na modelach staty-
stycznych, w ktorych wartei oddzialywa s traktowane jako realizacje
zmiennej losowej, obserwujeestzesto znaczne rozhiaosci z wynikami po-
miaréw. Ponadto w zateosci od przygtego typu rozkladu zmiennej losowej
uzyskuje s bardzo zrénicowane wyniki prognoz dla digzych okreséw po-
wrotu szacowanych oddziatywaZwigzane jest to ze stosunkiem wymiaru prze-
strzeni obserwacji do wymiaru przestrzeni parametfb]. W przypadku od-
dziatywan klimatycznych do dyspozycjiasnajczsciej obserwacje z kilkunastu
lat, a parametry statystyczne modeli standardowygtwanych do analiz gs
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scisle zwigzane z dtugécia analizowanego szeregu wynikow obserwacji oraz
liczbg op&nien w wymiarze funkcji autokorelacji. Zagadnienie pmogowania
sprowadza siw takich sytuacjach do wnioskowania statystycznegartego na
aproksymaciji asymptotycznej. Kluczowe znaczeniewaczas wnioskowanie
w zakresie niepewnoi co do prawidiowego przebieguaiezek prognozy wyko-
nanej z wykorzystaniem zdych modeli (rozkladoéw prawdopodobgwa
zmiennej losowej).Z punktu widzenia wyboru ¥davego modelu statystyczne-
go wanym zagadnieniem jest problem wyboru metody estjinmecametréw
modelu. Najczsciej stosowaneasmetody najwekszej wiarygodnéci i metoda
momentow, a sporadycznie inne metody. Natomiastspeehnie przyjmowane
sg standardowe modele w postaci zmiennych losowychmigla, logarytmicz-
no-normalnych, normalnych, niekiedy gamma, Raylajgliyktadniczych i in-
nych [1,2]. W artykule skupino uwagna dwéch zagadnieniach zzanych
z problematyly prognozowania oddziatywiaklimatycznych. Pierwsze dotyczy
uzasadnienia wyboru modeli rozieaych oddzialywé w postaci zmiennej
losowej o régnym rozktadzie prawdopodoliistwa i estymacji jej parametréw
z wykorzystaniem metody Bayesa [3,4]. Zaktadaye dosgpna jest wsfpna
informacja na temat waroi estymowanych parametréw i znaredodatkowe
wynikéw pomiardw, obliczono na podstawie twierdzeldayesa ich warfoi

a posteriorii wagi traktowane jako miara dopasowania razamgch rozktaddéw
zmiennej losowej. Drugie zagadnieniegid St zastosowaniem autorskiej pro-
cedury wyznaczenia modelgdycego kompilagi modeli standardowych z wy-
korzystaniem ich wag obliczonych metoBayesa. Rozwania zilustrowano
przyktadem zastosowania przigj metody i procedury oblichaedo wyboru
modelu obcizeniasniegiem gruntu na podstawie danych z wybranej istaej
teorologicznej na terenie Polski.

2. Zastosowanie wnioskowania statystycznego do sea@ni pa-
rametrow standardowych modeli oddziatywah

Rozktad empiryczny w przypadku danych klimatycznpchvstaje ze zbio-
ru maksymalnych wartgi rocznych, sezonowych, dziennych itp.. W przypadk
obcigzenia $niegiem gruntu maksima roczne gszeregowane w ggu rosn-
cym. Do aproksymaciji stosowang sie rozne typy rozktadow teoretycznychg S
to zazwyczaj rozktady warfoi ekstremalnych: Gumbela (typ 1), Frecheta i We-
ibulla lub rozktad logarytmiczno-normalny. Najéeiej stosowanym rozktadem
do szacowania oddziatyw&limatycznych jest rozktad Gumbela [2,5]. Na r¥s.
oraz przedstawiono wykres funkcjgsicsci prawdopodobigstwa i dystrybuanty
rozktadu Gumbela o parametrach oszacowanych metagvickszej wiarygod-
nosci oraz wartéci dystrybuanty empirycznej dla danych ze stacpjduojacej
sie w pierwszej strefie obgteniasniegiem (Olsztyn, 1950-2000, [4]).
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Rys. 1. Metoda analityczna w szacowaniu gimniasniegiem gruntu. Opracowanie wtasne
Fig. 1 Analytical method for estimating snow loaufsthe ground. Individual elaboration

Szacowanie wartgi oddzialywa o okre&lonym prawdopodobiestwie
przewysszenia jest z punktu widzenia zastostwagadnieniem najwaiejszym
i umazliwia wyznaczenie wartei maksymalnych obgiken klimatycznych oraz
opracowanie map ryzyka dla obszaréw nargch na zdarzenia katastrofalne
spowodowanezywiotami powietrza i wody. W praktycea sone estymowane
z wykorzystaniem maksymalnych waito rocznych. Przy doborze odpowied-
niego rozkladu szczeg@ruwag nalery zwrdécic na estymagj,,ogona” rozkta-
du po stronie wartei wickszych od parametru pozycji rozktadu. To w nim za-
warta jest informacja o oddziatywaniach awjch diugi okres powtarzalsa.
W przypadku szacowania oddziatyfivaa pomog rozktadéw: Gumbela (typ 1),
Frecheta i Weibulla natg zwréci uwag na parametr skali, ktory przyjmuje
rozne wartgci dla wymienionych rozktadow ekstremalnych (EVW. opraco-
waniach naukowych dotygzych metod estymacji maksymalnych wacio
rocznych odnaleg maozna kilka testow do weryfikacji hipotez dotyez/ch roz-
réznienia pomgdzy przypadkami gdy parametr skali jest rowny zeraz gdy
przyjmuje wartéci powyzej badz ponizej zera. Ma to znaczenie przy odpowied-
nim doborze rozktadow z rodziny EVT [9]. W ninieysa artykule skupiono
uwag: na niepewngri statystycznej wynikagej z niepetnej informacji zwea-
nej z wynikami obserwacji. Zgodnie z bayesogvsloncepcy wnioskowania
zalazono, ze znana jest wgbna informacjad priori) dotyczca wartgci cech
estymowanych parametréw rozkladow. Wiedza ta jastpnie modyfikowana
na podstawie wynikéw obserwacji. Na podstawie td#zenia Bayesa, z ktérego
mozna okréli¢ rozkltad parametrova posteriori uwzgkdniajcy pocatkowe
przekonania priori w stosunku do posiadanych danych empirycznych [3].
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3. Zastosowanie wnioskowania Bayesa do estymacjiraaetrow
I wyboru modelu oddziatywan

Podstawowym zal@niem charakteryzggym wnioskowanie Bayesa jest
uznanie ocenianych parametrow modeli statystyczngahzmienne losowe
o rozktadach prawdopodoliigtwa ustalanycta priori, z wykorzystaniem nie-
pewnej wiedzy eksperckiej, ktore sastpnie modyfikowane na podstawie wy-
nikbw bada. Wnioskowanie Bayesa urdavia ponadto formalne poréwnanie
utatwiajgce wybdr miarodajnego typu rozktadu, azakutworzenie modeli¢h
dacych kombinagj réznych rozktadow tworgca rozktad najlepiej dopasowany
do wynikow bada daswiadczalnych lub obserwaciji.

Twierdzenie Bayesa przystosowane do oceny rozkfgdwdopodobig-
stwa parametrow = (6;,...,64) mazna zapisaw postaci [3,4]:

I(Xo)m(8) _ I(X6)m(6)

= (1)
[1(46)r@)de ~ nx)

6] =

gdzie: 1(x6) - funkcja wiarygodnéci ze zbioru obserwaci=(xy,...,% ), gdy
wektor parametrowé=(4,...6,) jest podany,(9) - zbior prawdopodobiestw
a priori 6=(6,...8,) przed uzyskaniem obserwacji=(,...,%,), 76x)-zbior
prawdopodobigstw a posteriori 6=(6,...4,) po analizie wynikdw obserwacji
X=(X1,..., %), m(x)-brzegowe gstcsci obserwacji x(X1,...,%).

Funkcja wiarygodnéci 1(6) reprezentuje nieogtzrg niepewnéé
zwigzarg ze zmieng losowy X dla danego wektor# [5], podczas gdy zbiory
7(6) oraz m(6]x) reprezentyj statystycza niepewnéé poszczegdlnych parame-
tréw rozktadéw prawdopodohistw w wektorzeg [3, 4]. Jéli dowolna zmien-
na losowaX o gstasci prawdopodobigstwa I(46) jest zaléna od wektora pa-
rametréwé , to funkck wiarygodndci dla przyjtego rozktadul(x,..x|6) nieza-
leznych obserwack=(x,...,%) mozna zapisaw nasgpujacej formie [3,4]:

1046) =104, 18) = [11(x/6) @

Twierdzenie Bayesa w postaci (1) ina wykorzysta do okrdélenia wag,
umazliwiajacych ocer dopasowania przgych rozktadoéw prawdopodolie
stwa do wynikéw obserwacji przy uwzgdhieniu niepewngi statystycznych
zwigzanych z jego wyborem. OznacgaprzezH hipotez, ze przygty a priori
rozktad prawdopodobistwa zmiennej losoweX i zbiér wynikdw obserwacji
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6 3 zgodne, brzegowy rozktad prawdopodaisteva zmiennejr(xH) mazna
aproksymowé za pomog wzoru [3]:

log(n4H)) = < log(2m - < log(n) +1og(1(58,H) ©)

A wartadsci wag dla przygtych rozktadéw prawdopodohistwa mana obliczy
wedtug formuty:

d
w64 = 1046 ) @

gdzie: n — liczba wynikow obserwacjid — liczba estymowanych parametrow,
6 — ocena estymowanego parametru.

4. Przykfad

Przedstawiona w artykule metoda i procedura oblicnog by¢ zastoso-
wane do oszacowania wagi, dopasowania pregp rozkladu prawdopodolbie
stwa do danych obserwowanych z uwgglieniem niepewnii statystycznych
oraz do wyznaczenia dystrybuanty rozkladulgoego kombinagj przyjetych
rozktadéw standardowych uwzglnieniem niepewniei modelowej. Na pod-
stawie procedur przedstawionych w punkcie 3 ninegge artykulu napisano
program w ¢zyku programowania statystyczneBd5]. Program oblicza wagi,
ktore okrglajg stopiéh dopasowania rozwanego rozktadu do wynikéw obser-
wacji, z uwzgédnieniem niepewrii statystycznych i wspofezne rozkiadu
bedacego kombinagj rozwazanych rozktadéw, z uwzglinieniem niepewrici
modelowej. Na rys.2 przedstawiono wykresy dystrythua przygtych rozkla-
dow prawdopodobiestwa o parametrach oszacowanych metodjwickszej
wiarygodnaci z wykorzystaniemsrodowiska do oblicze statystycznychR
i procedue optim do minimalizacji funkcji wiarygodnii [5], a take dystrybu-
ant empiryczn obcihzenia sniegiem gruntu dla wynikéw obserwacji ze stacji
meteorologicznej zlokalizowanej w pierwszej streflechzeniasniegiem (Wro-
ctaw, 1950-2000 [4]).
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Rys.2. Dystrybuanty analizowanych rozktadéw pravaitgbigistwa i dystry-
buanta empiryczna

Fig. 2. Cumulative distribution of the analyzed tpability distributions and
empirical cumulative distribution

Wykres dystrybuantya posteriori uzyskanej jako kombinacja dziewiu
przyjetych a priori rozkladéw standardowych zmiennych losowych przedst
wiono na tle dystrybuanty empirycznej na rys.3. itania wykonano przy
zalazeniu, ze wagi rozktadow priori s3 jednakowe i rowne 1/9, a wagi rozkia-
dow a posteriorimazna oszacowadla j = 9, wedtug wzoru (4), ktory po prze-
ksztatceniu ma nagtujaca posté:

1(njdjlz v CHE
Ao ue ()
wH 14y =—2 27 =2 ©)

ETRCE (072
ijlg(zﬂj 1 (y) ijl(zﬂ_j 1 (y)

gdzie: l(y)— maksymalna wargo funkcji wiarygodnéci.
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Rys.3. Dystrybuanta kombinacji rozktadéw prawdogdudistwa i dystrybuanta
empiryczna

Fig. 3. Cumulative distribution of the combinatiofhprobability distributions
and empirical cumulative distribution

Nalezy zauway¢, ze pomimo odmiennych ksztattéw rozktadéw apriorycz-
nych, na rozktad aposterioryczny jest zmany z funkci wiarygodndci z proby
i zalezy od informacji uzyskanych drggempiryczn. W celu ustalenia waroi
obcigzen klimatycznych do oblicze konstrukciji na obiektéw budowlanych sza-
cuje sk ich statystycznie uzasadnione wacip ktre mog by¢ przewyszone
z okre&lonym prawdopodobiestwem, tzn. kwantyle rozktadu maksimow rocz-
nych obliczone na podstawie wynikéw pomiaréw [2.7\® normie [7] zdefi-
niowano warté¢ charakterystyczn oddziatywania zmiennego jako kwantyl
rzedu p losowych maksimow o okresie powrofu Wartag¢ charakterystyczna
obcigzenia sniegiem gruntu jest kwantylem edu p=0,02, co koresponduje
z okresem powrotu oddziatywania50 lat [8].

Zaktadajc rowne wartéci waga priori dla wszystkich przytych rozkia-
doww; = 1/9, j=1, 2,...,9za pomog autorskiego programu z wykorzystaniem
aplikacji statystycznej wykonanej w programie dalanstatystycznych, obli-
czono ich wagia posteriori Na rys. 4 przedstawiono prognozowane Waito
obcigzenia charakterystycznegaiegiem gruntu, dla poszczegoélnych rozktadow
oraz ich kombinacji bayesowskiej, dh&0,02 i okres powrotul =50 lat, wraz
Z przypisanymi im wagami.
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Rys. 4. Wykres radarowy prognozy warbcharakterystycznej olhgieniasniegiem gruntu
z wagami odpowiadagymi poszczeg6lnym rozktadom prawdopoddbiaa

Fig. 4. Radar chart of the forecasts of the charatievalue of the snow load on the ground with
weights corresponding to each probability distridnut

Najwicksze wagia posterioriuzyskaty w kolejnéci nas¢pujace rozktady:
kombinacja bayesowska (1,0), Exponential (0,586@mma (0,1005), General-
ised extremevalue (0,0796), Weibull (0,0726), Lognormal (0,0716), rehela
(0,0456), Generalised gamma (0,0434), Rayleiglho@B) i Normal (0,0000).

Prognoza wartwi obcihzenia charakterystycznego dec0,02 i T=50 lat
wskazuje,ze stopié@ dopasowania wynikow obserwacji do funkcji rozktadu
najczsciej stosowanych zmiennych losowych prowadzi do ikguw zbieznych
Zz kombinacy bayesowsk jedynie w odniesieniu do rozkladu o wimée domi-
nujacej wartgci wagi. Dla rozktadu wyktadniczego (Exponentialaga wynosi
0,5859, a wart@ obchzenia charakterystyczne@=1,06 kN/ni, a dla rozktadu
wg kombinacji bayesowskiej 1,03 kNI przypadku pozostatych rozktadéw
o wartagci wag do okoto 0,10 warfoi S nie wykazug korelacji z wagami roz-
kladow.

5. Whnioski

Przedstawiona w artykule procedura estymacji opagawnioskowaniu
bayesowskim umdiwia ocerg i poréwnanie zasaddc wyboru typu rozktadu
zmiennej losowe] opartego na wnioskowaniu statystym oraz tworzenie li-
niowych kombinacji tych zmiennych uwzghiajacych niepewngéci modelo-
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wych zwigzane z subiektywnym wyborem typu rozktadévgdzeniem niepew-
nych informacji z wynikami bada

Procedura wnioskowania bayesowskiego zakladsestymowane parame-
try przyjetych do analizy rozktadéwaszmiennymi losowymi, a niepewsad
statystyczne mma oszacowaza pomog prawdopodobikstw a priori, szaco-
wanych z pews doz subiektywizmu, na podstawie dgshych informaciji
i korygowanych na podstawie aktualnych wynikéw bieldd obserwacii.

Przedstawione procedury zastosowano do oceny adieddoawyboru dys-
trybuanty jednego z oddziatywlimatycznych, jakim jest obgteniesniegiem
gruntu, traktowanego jako zmienna losowa o paraaoktestymowanych staty-
styczry metody najwiekszej wiarygodnéci. Obliczono wagi odpowiadgie
zalazonym rozktadom prawdopodoligtwa i rozkladowi utworzonemu jako
liniowa kombinacja tych rozktadéw oraz waito charakterystyczne ohgenia
obliczone dla analizowanych rozktadow. Wyniki obit wskazuj, ze wartdci
obcigzen charakterystycznychgsv duzym stopniu zalene od wyboru typu roz-
ktadu obcizenia, a wybdér rozkladu oparty jedynie na wynikaatiogkowania
statystycznego ni@ prowadzt do znacznego zat@nia prognozowanego obei
zenia.

Nalezy podkréli¢, ze przedstawiona w artykule metodazmdy¢ zastoso-
wana rownie do analizy wielu zagadniedotyczcych niezawodrngi konstruk-
cji.
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SELECTION OF THE DISTRIBUTION FUNCTION FOR CLIMATE
ACTIONS USING BAYESIAN METHOD

Summary

Single distribution functions are usually selecbesed on a best-fit approach theorem but
often available random data cannot be accuratedgriteed by any of the commonly used types of
the random variables. The paper presents a methsddbon Bayesian approach which solves
problems of selecting the single distribution fuoictand combining of probabilities contending
different probability functions. The method is #tuated on the selection of single distribution
function and application of Bayesian method in camntyg these functions to determine the char-
acteristic value of snow load for an assumed regpeniod.
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