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ZASTOSOWANIE NIESTANDARDOWEGO
KRYTERIUM OPTYMALIZACJI

W TRANSFORMACJI HELMERTA

PRZY PRZELICZANIU WSPOLRZEDNYCH

Podczas wykonywania transformacji zdarzaja si¢ sytuacje, gdy niektore
wspotrzedne punktow dostosowania wykazuja cechy obserwacji odstajacych.
Konsekwencja wykorzystania takich punktéw do wyznaczenia parametrow
transformacji, sa nastgpnie zbyt duze wartosci poprawek do wspotrzednych
punktow lacznych. Eliminacja punktow, ktorych poprawki przekraczaja
dopuszczalne wartosci w pewnych przypadkach moze catkowicie uniemozliwic¢
wykonanie zadania. Rozwigzaniem tego typu problemu moze by¢ implementacja
kryterium minimalizacji sumy czwartych poteg przesunig¢ wspotrzednych
punktéw dostosowania w procesie transformacji. W proponowanej metodzie
uzyskuje si¢ mniejsza niz w przypadku kryterium najmniejszych kwadratow
odchylke maksymalng na punktach dostosowania. Wtasno$¢ ta moze byé
szczegbOlnie pozadana w przypadku, gdy mamy do czynienia z malg liczba
punktow dostosowania. W artykule przedstawiono podstawy teoretyczne metody,
opisano technik¢ zapewnienia zbiezno$ci procesu iteracyjnego oraz
przedstawiono wyniki przeprowadzonych testow.

Stowa kluczowe: transformacja wspotrzednych, punkty laczne, metoda sumy
czwartych poteg, metoda najmniejszych kwadratow

1. Wstep

Wykonujac transformacj¢ wspotrzednych pomigedzy dwoma uktadami
zdarza si¢, ze czg§¢ wspotrzednych punktow tacznych zawiera réznego rodzaju
btedy, ktore pojawity si¢ np. w bazie danych z blizej nie okreslonych powodow
(czynno$ci manualnych) lub w wyniku nowego pomiaru, w sytuacji gdy znak
punktu zostal przemieszczony lub uszkodzony. Sposobem rozwigzania tego
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typu problemu jest zastosowanie odpornej na btedy grube estymacji. Wowczas
W procesie wyznaczania parametrow transformacji wprowadza si¢ dowolng
funkcje wagowa, ktorej zadaniem jest zidentyfikowanie obserwacji odstajacych,
a nastgpnie poprzez odpowiednie wagowanie zmniejszenie ich wplywu
na wyznaczane parametry transformacji. W literaturze wystepuje wiele roznych
metod, ktére mogg by¢ wykorzystane w tym celu, np. wszelkie metody
zaliczane do grupy metod odpornej m-estymacji, czyli funkcja Hubera,
Hampela, dunska, narastajacego rygoru [8], ZWA [6] lub metoda M-split
estymacji [9]. Najwigkszym ograniczeniem zastosowania wymienionych metod
jest liczebno$¢ obserwacji odstajagcych w stosunku do catego zbioru danych.
Jezeli obserwacji obarczonych btedami grubymi jest wigcej niz 40-45%
wowczas skuteczno$¢ ich jest niewielka. Czesto powyzej progu 50% nastepuje
zamiana 1 algorytm prawidlowe obserwacje traktuje jako odstajace. Metoda,
ktéra znacznie lepiej sprawdza si¢ przy wigkszej liczbie blednych danych jest
metoda RANSAC, opisana w pracy [2] 1 zastosowana w transformacji
wspotrzednych [3]. Kolejna ciekawa koncepcja rozwigzywania problemu
transformacji wspohrzednych jest zastosowanie niestandardowego kryterium
optymalizacji — kryterium minimalizacji sumy czwartych poteg [1].
Jest to metoda, ktérg mozna zastosowaé w pewnych szczegdlnych przypadkach,
gdy eliminacja punktow, ktérych odchytki przekraczaja dopuszczalne wartosci,
catkowicie uniemozliwitoby wykonanie zadania. Zaproponowana przez
autoréw publikacji metoda pozwala na uzyskanie warto$ci poprawek do tychze
punktow o warto$ciach nieprzekraczajacych dopuszczalnych okreslonych
w przepisach.

2. Kryterium optymalizacji sumy czwartych poteg

W klasycznym podej$ciu parametry transformacji estymowane
sg metodg najmniejszych kwadratow (NK). Estymacja wektora
parametrow transformacji ta metoda polega na rozwigzaniu
nastepujacego problemu optymalizacyjnego:

V=AX+1
1
€, =0gQ, =—P*
L BwL 3 (1)

minff @) = VT PV} = vTpy

gdzie: C; - macierz kowariancji wektora wyrazow wolnych L (wspotrzednych
w uktadzie wtoérnym),
O, - macierz kofaktorow,

P=Q;" - macierz wag,

o, - wspotezynnik wariancji.
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Metoda najmniejszych kwadratow nalezy do klasy M-estymacji w ramach
ktoérej, metody estymacji mozna opisa¢ odpowiednimi funkcjami charaktery-
stycznymi. Podstawg do zdefiniowania tych funkcji jest okreslenie zewnetrznej
funkcji celu oraz jej skladowych. Funkcje charakterystyczne definiowane
$3 nastepujgco:

e Funkcja wptywu
dplw)
wl) = J;; (2)
¢ Funkcja rygoru
ut) = 229 (3)
du®
¢ Funkcja wagowa
dp)
@) = 4
W) dw?) @

Klasyfikacj¢ metod estymacji opartg na wlasnosciach funkcji
charakterystycznych przedstawit prof. R. Kadaj [5] . Zgodnie z ta klasyfikacja
mozna wyodrebni¢ podklasy estymacji:

e estymacje staba,
e estymacj¢ neutralna,
e estymacj¢ mocna.

W przypadku wzajemnej niezaleznosci wyréwnywanych wielko$ci macierz
wag P jest diagonalna. Wowczas funkcje celu ¢ ) problemu
optymalizacyjnego mozna zapisa¢ w postaci:

)= ) povy (5)
=

Zatem metodzie najmniejszych kwadratow odpowiada nastgpujgca funkcja
celu:

p@) = pvd, (6)
oraz funkcja wagowa

wid=mn, (7
1 funkcja rygoru

uld = 2p ()
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Przedstawiona powyzej klasyfikacja opiera si¢ gtéwnie na wilasnosciach
funkcji wagowej odgrywajacej szczegdlng role w analizie wlasno$ci metod na-
lezacych do M-estymacji. Na podstawie funkcji wagowej wyznaczane sg ele-
menty macierzy wag w kolejnych krokach iteracyjnych. Na rysunku 1 przed-
stawiono przebieg funkcji wagowej w zaleznosci od typu estymacji.

estymacja mocna

estymacja neutralna estymacija staba

wiv) wivh

a) b) “ 0

Rys. 1 Funkcja wagowa dla trzech typodw estymacji: a) mocna, b) neutralna, c) staba

Fig.1 Weight function for three types of estimation : a) robust, b) neutral, c) weak

Poniewaz w metodzie NK funkcja wagowa jest stala, wigc zalicza si¢ ja
do metod neutralnych, czyli nieodpornych na btedy grube. Kryterium minimali-
zacji sumy czwartych poteg nalezy do zbioru estymacji okre§lanej mianem sta-
bej, poniewaz obserwacje odstajace maja wigkszy wplyw na rozwigzanie niz
obserwacje mieszczace si¢ w przedziale dopuszczalnym. Funkcja celu zwigzana
z funkcjg wagowa stabej estymacji moze przyjmowac posta¢ sumy czwartych
poteg:

pi@) = vi. )

Kryterium optymalizacji zaproponowane w artykule i szczegolowo opisane
w [1] mozna zapisa¢ jako:

cf{X]=Zv;‘=mm (10)

i=1

Funkcje celu mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym :

FX) =11y = min: (11)
gdzie:
vz = [P ] (12)

Istnieje wiele technik poszukiwania minimum funkcji celu. Najbardziej
popularng i wykorzystang przez autorow jest metoda zerowania gradientu funkcji
celu z zastosowaniem wspotczynnika k, szczegdtowo opisana w pracy [1].
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3. Transformacja Helmerta z zastosowaniem sumy czwartych
poteg

Transformacj¢ Helmerta z zastosowaniem metody minimalizacji sumy
czwartych poteg zaproponowano w procesie przeliczania wspotrzednych
pomigdzy uktadami z kilku wzgleddéw. Po pierwsze, zdarzajg si¢ sytuacje, gdy
wspotrzedne punktow dostosowania wykazuja cechy obserwacji odstajgcych.
Teoretycznie najlepszym rozwigzaniem byloby wyeliminowanie takich
punktow ze zbioru punktéw lgcznych. Jednakze praktyka pokazuje, ze takie
podejscie moze catkowicie uniemozliwi¢ rozwigzanie zadania poniewaz liczba
punktow tgcznych bedzie zbyt mata albo geometria rozmieszczenia punktow
zostanie znieksztalcona, co rowniez moze mie¢ wptyw na wynik transformacji.

Innym aspektem sa wartosci poprawek obliczanych do wspotrzednych
punktow tacznych. Zastosowanie metod odpornej M-estymacji w procesie
wyznaczania parametréw transformacji zidentyfikuje punkt odstajacy, nada mu
odpowiedniag wagg, ale warto$¢ odchytki znacznie przekroczy dopuszczalng
warto$¢ okreSlong przepisami. W takich przypadkach metoda sumowania
czwartych potgg moze mie¢ zastosowanie.

Odchytki (poprawki) oraz btad transformacji sa niezbedne do oceny
poprawnos$ci wspotrzednych punktéw dostosowania. Blad transformacji m nie
powinien przekracza¢ wielkoSci dopuszczalnego btedu potozenia punktu m,
w danej klasie sieci (np. dla punktow II klasy panstwowej btad nie moze by¢
wigkszy niz 0,05 m) pod warunkiem, ze wspotrzedne punktow dostosowania
nie sg obarczone bigdami systematycznymi lub grubymi. Wielkosci odchylek
wspotrzednych na punktach dostosowania nie mogg wynosi¢ wigcej niz warto$¢
k-m,, gdzie k przyjmuje wartosci miedzy 2 i 3, co zalezy od liczby punktow
dostosowania lub od szczegélnych ograniczen ujetych w warunkach
technicznych roboty [7].

Zatem w przypadku, gdy w zbiorze punktéow dostosowania znajdujg si¢
punkty, ktérych wspoirzedne obarczone sg bigdami mozliwe sa nastgpujace
rozwiazania:

- wyeliminowanie takiego punktu, jezeli wiadomo ktoéry to punkt (jesli
eliminacja punktu nie wptynie na poprawne rozwigzanie),

- zastosowanie odpornej na bledy grube  metody estymacji, ktoéra
zminimalizuje wplyw bledu na wyznaczane parametry transformacji,
ale wartosci poprawek do wspotrzednych punktéw tgcznych obarczonych
btedem grubym mogg przekraczaé dopuszczalne wartosci,

lub

- zastosowanie metody sumowania czwartych poteg, ktéora umozliwi
pozostawienie punktu istotnego z punktu widzenia geometrii
rozmieszczenia punktéw ltacznych, a warto§¢ odchytki zmiesci si¢
w ramach dopuszczalnych warto$ci.
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4. Obliczenia

Zaproponowang w pracy metode transformacji z zastosowaniem minimali-
zacji sumy czwartych potgg w dalszej czeSci pracy autorzy nazywajg ,,transfor-
macjg slaba” ze wzgledu na przynaleznos¢ do zbioru estymacji okreslanej mia-
nem stabej. Transformacje¢ sltabg przetestowano na obiekcie rzeczywistym.
W celu przeprowadzenia testow porownawczych wskazujgcych na skutecznosé
przedstawionej metody wykorzystano autorski program, ktéry realizuje stan-
dardowg transformacj¢ Helmerta oraz transformacj¢ Helmerta z wykorzysta-
niem metody minimalizacji sumy czwartych potgg. Wykonano szereg obliczen
zgodnie z zaproponowanym algorytmem zmieniajac wartosci bledow grubych,
ktérymi obarczano wspotrzedne punktow tacznych oraz ich liczbg. Aby zapre-
zentowa¢ wyniki przeprowadzonych badan wybrano trzy warianty: jeden bez-
btedny oraz dwa z réznymi wartosciami bledoéw ktorymi zaburzono wspoétrzed-
ne punktow dostosowania.

Badania przeprowadzono na fragmencie rzeczywistej sieci sktadajacej si¢
z 1144 punktow, sposrod ktorych 8 stanowi zbior punktéw dostosowania.

W I wariancie obliczen przyje¢to, ze punkty dostosowania nie sg obarczone
btgdami grubymi. Na rysunku 2 i 3 przedstawione sg wartosci poprawek
do wspohrzgdnych punktéw lacznych otrzymane w wyniku estymacji metoda
najmniejszych kwadratow oraz metoda sumy czwartych poteg wykorzystanej
w tzw. transformacji stabe;.

Poprawki do wspétrzednych X
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Rys. 2 Poprawki do wspoétrzednych X punktow tacznych - wariant bezbtedny

Fig. 2 Values of X residuals — scenario without outliers
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Poprawki do wspétrzednych Y
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Rys. 3 Poprawki do wspoétrzednych Y punktow tacznych - wariant bezbtedny

Fig. 3 Values of Y residuals — scenario without outliers

Na podstawie rysunkow 2 1 3 mozna stwierdzi¢, ze w sytuacji,
gdy wspotrzedne punktéw tacznych nie sg obarczone zadnymi btgdami grubymi
wowczas obie metody pozwalaja uzyskac¢ podobne wyniki.
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Rys.4 Histogram réznic wspotrzgdnych X — transformacja Helmerta i staba

Fig. 4 Histogram of coordinate differences X — Helmert transformation and weak transformation
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W Obu przypadkach wartoSci poprawek nie przekraczaja 4 cm. Po
obliczeniu parametréw transformacji oraz wartosci poprawek wykonano
transformacje wspotrzednych pozostatych punktow oraz obliczono roznice
pomiedzy wartoSciami otrzymanymi z przeliczenia a warto$ciami tzw.
katalogowymi. Na rysunkach 4 15 przedstawiono histogramy obliczonych
roznic wspotrzednych. Poniewaz wyniki obliczen byly bardzo zblizone, dlatego
przedstawiono je na wspolnych histogramach.

Histogram

Liczba punktow
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-0.04 -0.02 0.00 002 0.04

raznice wspoirzendych Y [m]

Rys. 5 Histogram réznic wspotrzgdnych Y — transformacja Helmerta i staba

Fig. 5 histogram of coordinate differences Y — Helmert transformation and weak transformation

Analizujac wyniki obliczen przedstawione na rysunkach 4 i 5 mozna
stwierdzi¢, ze w obu przypadkach rdéznice wspotrzednych pomiedzy
warto$ciami katalogowymi, a uzyskanymi z transformacji nie przekraczaja
4 cm.

Nastepny wariant obliczeniowy polegat na tym, ze wspotrzedne wybranych
punktéw dostosowania obarczono btedami grubymi. Wspoétrzedna Y punktu
nr 1 w uktadzie wtéornym zaburzono bl¢dem o wartosci 40 cm oraz wspotrzedng
X punktu nr 2 bledem 8 cm. Na rysunkach 6 i 7 zaprezentowano wartosci
otrzymanych poprawek do wspohrzgdnych punktow dostosowania.
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Rys. 6 Poprawki do wspoétrzednych X punktow tacznych - wariant [

Fig.6 Values of X residuals — the first scenario
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Rys. 7 Poprawki do wspoétrzednych Y punktow tacznych - wariant [

Fig.7 Values of Y residuals — the first scenario

Przyjmujac zalozenie, ze dla punktow II klasy osnowy panstwowej blad
nie moze by¢ wigkszy niz 0,05 m wdwczas wielkosci odchytek wspotrzednych
na punktach dostosowania nie powinny przekroczy¢ 15  cm.
W zaprezentowanym wyzej przyktadzie, w sytuacji, gdy niektore z punktow
facznych sg obarczone btgdem grubym wowczas tradycyjne rozwigzanie metoda
najmniejszych kwadratow sugerowatoby odrzucenie punktu nr 2 (rys.6)
poniewaz warto$¢ poprawki przekracza 15 cm. Zastosowanie metody
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minimalizacji sumy czwartych poteg pozwala zachowa¢ ten punkt
w zbiorze punktoéw facznych, a warto$¢ poprawki nie przekracza 15 cm.
Rysunek 8 prezentuje histogramy réznic wspotrzednych X katalogowych i po
transformacji stabej z zastosowaniem metody sumy czwartych poteg oraz
transformacji Helmerta.
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Rys. 8 Histogram roznic wspotrzednych X

Fig.8 Histogram of coordinate differences X

Rysunek 9 przedstawia histogramy roznic wspotrzednych Y otrzymanych
w wyniku obu transformacji.
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Rys. 9 Histogram roznic wspotrzednych Y

Fig.9 Histogram of coordinate Y differences
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Na podstawie wynikow zaprezentowanych w postaci histogramow
przedstawionych na rysunkach 8 i 9 mozna zaobserwowaé, ze wyniki obu
transformacji sg podobne. Roznice wspotrzednych X 1Y dla obu metod osiggaja
podobne wartosci.

Wariant drugi obliczen to trzy wspotrzedne obarczone btedami grubymi
o wartosciach okoto 30 cm. Blgdami zaburzono wspotrzedne: Y1, X2 1 Y8.
Rysunki 10 i 11 prezentujg otrzymane wyniki.
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Rys. 10 Poprawki do wspotrzednych X punktow tacznych - wariant I1

Fig. 10 Values of X residuals — the second scenario
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Rys. 11 Poprawki do wspotrzgdnych Y punktéw facznych - wariant I1

Fig.11 Values of Y residuals — the second scenario
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Na podstawie zaprezentowanych wartosci poprawek do wspotrzednych
punktéw dostosowania ponownie mozna zaobserwowad, ze metoda
minimalizacji sumy czwartych poteg zmniejszyta warto$¢ najwigkszej poprawki
do takiej wartosci, ktora pozwala zachowac ja, jako punkt taczny transformacji,
poniewaz miesci si¢ w przedziale dopuszczalnym. Podobnie jak przy
poprzednich wariantach, przetransformowano pozostate punkty do ukladu
wtornego i obliczono roznice wspotrzednych. Wyniki w postaci histogramow
przedstawiono na rysunkach 12 1 13.
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Rys.12 Histogram réznic wspotrzgdnych X — transformacja staba wariant IT

Fig. 12 Histogram of coordinate X differences

Histogram Histogram

150 200
L |
250

150

Liczba punkiow
100
Liczba punkiow

r T T T T T 1 r T T T T T 1
020 015 010 0.05 000 005 010 0.00 005 010 015 020 025 030

roznice wspolrzende] Y roznice wspolrzende] Y

a) transformacja staba b) transformacja Helmerta
a) week transformation b) Helmert transformation

Rys.13 Histogram réznic wspotrzgdnych Y — transformacja staba wariant 11

Fig. 13 Histogram of coordinate Y differences
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Wyniki transformacji przedstawione na rysunkach 12 i 13 wskazuja,
ze dzigki zastosowaniu metody sumy czwartych poteg otrzymano mniejsze
roznice pomiedzy wartoSciami katalogowymi, a otrzymanymi w wyniku
obliczen. W przypadku transformacji stabej réznice osiggajag maximum 13 cm,
natomiast w przypadku standardowej transformacji Helmerta wynosza ponad
25 cm.

5. Podsumowanie

Analizujac przeprowadzone badania i uzyskane wyniki mozna stwierdzic,
ze zastosowanie metody sumy czwartych potgg w procesie wyznaczania
parametrow transformacji oraz obliczania poprawek do wspotrzednych punktow
dostosowania pozwala otrzymac lepsze rezultaty niz przy standardowym
rozwigzaniu. Istotng kwestig sg warto$ci odchylek na puntach dostosowania,
ktére nie powinny przekracza¢ pewnych okreslonych wartosci. W przypadku,
gdy zastosowanie klasycznej metody najmniejszych kwadratow wskazywatoby
na eliminacj¢ punktow, ktorych odchytki przekraczajag maksymalne warto$ci
zaproponowana ,transformacja staba” sprowadza te wartosci do poziomu,
w ktérym mieszczg si¢ one w wielkosciach dopuszczalnych. Jest to wazne, gdyz
pozwala na zachowanie punktu dostosowania, co w pewnych przypadkach jest
istotne dla geometrii rozktadu punktow tacznych.
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TRANSFORMATION OF COORDINATES WITH THE LEAST
FOURTH POWERS METHOD

During the coordinate transformation, there are situations that some coordinates of the reference
points are burdened with outliers. The consequence of using such reference points, to determine
the transformation parameters, are then too large values of residuals. The reference points
burdened with outliers should be removed from the set of reference points, but sometimes
this eliminations can completely prevents from completing the task. The solution to this type
of problem can be the implementation of the criterion of the least fourth powers method
in the process of coordinate transformation. The proposed method allows to receive less values
of the residuals than the least squares method. This property may be particularly desirable
especially in case of a small number of reference points. The paper presents the theoretical basis
of the method, describes a technique to ensure the convergence of the iterative process
and the results of tests.

Keywords: Helmert transformation, week transformation, the least fourth powers method

Przestano do redakcji:30.05.2015
Przyjeto do druku:10.01.2016

DOI: 10.7862/rb.2015.186



