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W pracy zamieszczono wyniki badan stateczno$ci mimosrodowo $ciskanych $cia-
nek wspornikowych stanowiacych czgséci sktadowe elementéw cienkosciennych.
Scianki takie charakteryzuja si¢ duzymi smukloéciami i sg wrazliwe na lokalng
utratg statecznosci. W celu rozwigzania zadania zastosowano model cienkiej ptyty
wspornikowej. Funkcje ugiecia zapisano w postaci szeregu wielomianowo — sinu-
sowego. Uwzgledniono warunki sprezystego zamocowania przeciw obrotowi oraz
rozne rozktady naprezen (wg funkcji stalej, liniowej i paraboli 2. stopnia) na dhu-
gosci elementu. Naprezenie krytyczne odniesiono do najbardziej Sciskanej krawe-
dzi dla danego przypadku obciazenia. Wspolczynniki wyboczeniowe k wyzna-
czono metodg energetyczng. Pokazano wykresy wspotczynnika & dla takich przy-
padkow obciazenia, ktorych nie znaleziono w literaturze. Wyprowadzono wzory
aproksymacyjne wspolczynnika k dla statego na dtugosci plyty rozktadu naprezen.
We wzorach uwzgledniono rézne przypadki mimosrodowego $ciskania w funkcji
wskaznika sprezystego utwierdzenia. Omoéwiono sposoby oszacowania wspot-
czynnika k dla posrednich wartosci parametrow oraz przedstawiono prostg formu-
t¢ przyblizong dla dtugich ptyt wspornikowych. Sposob wykorzystania wzorow
aproksymacyjnych pokazano w przykladzie obliczeniowym. Stwierdzono,
ze uwzglednienie sprezystego zamocowania krawedzi Scianki (ptyty) wsporniko-
wej w segmencie preta cienko$ciennego oraz poprzecznej i wzdtuznej zmiennosci
naprezen prowadzi do precyzyjniejszego wyznaczenia naprezen krytycznych wy-
boczenia lokalnego. Poprawia to doktadnos$¢ odwzorowania zachowania si¢ ele-
mentu cienko$ciennego w inzynierskim modelu obliczeniowym. Tak wyznaczone
naprezenia krytyczne moga takze poshuzy¢ do doktadniejszego wyznaczenia sze-
roko$ci wspodtpracujacych réznie obcigzonych Scianek wspornikowych.
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1. Wprowadzenie

Wspolczesnie stosowane pretowe elementy cienkoscienne charakteryzuja
si¢ duzymi smuktosciami $cianek sktadowych. Sg zatem wrazliwe na rézne po-
stacie wyboczenia lokalnego i/lub dystorsyjnego.

W ztozonych stanach obcigzenia (np. przy $ciskaniu i zginaniu lub nieswo-
bodnym skrecaniu preta cienko$ciennego) w plaskich $ciankach wsporniko-
wych moze wystepowaé mimosrodowe §ciskanie przy réznym rozkladzie na-
prezen na dtugosci segmentu preta (/). Segment preta cienkos$ciennego zdefi-
niowano w [5] jako odcinek pomiedzy usztywnieniami poprzecznymi (zebrami,
przeponami itp.) zapewniajacymi sztywny kontur przekroju. Taka definicja jest
szczegolnie istotna w przypadku wzdluznej zmiennos$ci naprezen, gdyz wyste-
puja wowczas zlozone postacie utraty statecznosci [8]. Scianka wspornikowa
moze stanowi¢ np. potke ksztaltownika cienkosciennego, pojedyncze odgigcie
usztywniajace ksztattownika gigtego lub ptaski element usztywniajacy kon-
strukcji blachownicowe;j. Klasyczne przyklady wystgpowania §cianek wsporni-
kowych pokazano na rys.la.
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Rys. 1a) Przyktady $cianek wspornikowych, b) wydzielona z elementu cienkosciennego $cianka
wspornikowa

Fig. 1a) Examples of cantilever walls, b) cantilever wall isolated from a thin-walled member

Poniewaz $cianki wspornikowe charakteryzuja si¢ znacznie mniejsza od-
pornoscig na naprezenia Sciskajgce w stosunku do $cianek przestowych, stano-
wig na ogoét $cianke stabszg (podpierang), decydujaca o lokalnej utracie statecz-
nosci calego przekroju. W takim przypadku $cianka wspornikowa jest sprezy-
$cie zamocowana przeciw obrotowi w $ciance przgstowej (np. potka zamoco-
wana w $rodniku lub usztywnienie brzegowe zamocowane w potce, por. rys.1.),
dla ktérej obie krawedzie wzdluzne sg podparte.

W normach [13,14,15] do uwzglednienia wyboczenia lokalnego preta cien-
kosciennego o przekroju klasy 4 przyjeto model obliczeniowy separacji §cianek
(ptyt sktadowych) polegajacy na ich swobodnym podparciu na podtuznych
krawedziach taczenia. W tym podejsciu, o naprezeniach krytycznych z warunku
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wyboczenia lokalnego decyduje najstabsza Scianka, na ktora nie oddziatuja
scianki sgsiednie. Jedynie w przypadku odgigcia usztywniajacego, w normie
[14] przyjeto uproszczony schemat sprezystego zamocowania §cianki wsporni-
kowej w poélce przekroju, pozwalajacy na przyjecie wyzszej wartosci wspot-
czynnika k (np. 0.5 w miejsce 0.43). W rzeczywistych elementach cienko$cien-
nych wystepuje sprezyste zamocowanie $cianek sgsiednich, co moze by¢
uwzglednione w modelu obliczeniowym [8].

W wielu technicznie waznych przypadkach lokalne wyboczenie elementu
cienko$ciennego jest wywolane utratg statecznosci $cianki najstabszej (,.kry-
tycznej”), ktora po wyboczeniu wymusza deformacje sasiednich §cianek. Oczy-
wiscie istniejg przekroje, dla ktérych w okreslonych stanach napr¢zenia wszyst-
kie $cianki sa ,,krytyczne”, tzn. decydujg o utracie statecznosci catego przekroju
(np. osiowo $ciskany kwadratowy przekroj skrzynkowy). To sprezyste zamo-
cowanie przeciw obrotowi §cianki najstabszej, wynikajace ze sprezystego pota-
czenia ze $ciankg mocniejsza (podpierajgca), podnosi jej naprezenia krytyczne.
Efekt ten wykorzystuje si¢ dotychczas jedynie we wspomnianym juz przypadku
odgiecia krawedzi oraz w analizie wyboczenia dystorsyjnego ksztattownikow
formowanych na zimno [14]. W tym przypadku S$cianke z odgieciem
(tj. ich szerokos$ci wspotpracujace) traktuje si¢ jako zastepczy pret Sciskany
na podtozu sprezystym. Modut sprezystosci podtoza (K) wyznacza si¢ w zalez-
nosci od sztywnosci obrotowej (Cy) krawedzi podpartej (na ktorg wplywa
sztywno$¢ zginania $cianki podpierajacej i jej stan naprgzenia) oraz sztywnosci
zginania samej $cianki.

Lokalne wyboczenie elementu cienkosciennego o przekroju otwartym, ini-
cjowane np. przez mimosrodowo $ciskang S$cianke wspornikowa, mozna
w praktyce uwzglednia¢ w oparciu o analizg statecznosci ptyty wspornikowej
sprezyscie zamocowanej w plycie podpierajacej. W przypadku ptyty wsporni-
kowej, naprezenia krytyczne wyboczenia lokalnego zalezg od jej smuktosci,
poprzecznego i wzdtuznego rozktadu naprezen oraz stopnia sprezystego zamo-
cowania krawegdzi podpartej. Poprawne wyznaczenie naprezen krytycznych
dla tak podpartych i obcigzonych Scianek (ptyt sktadowych) preta cienkoscien-
nego stuzy do doktadniejszego oszacowania no$nosSci granicznej przekroju me-
todg szerokosci wspolpracujace;.

W monografii [1] podano wykresy i wzor aproksymacyjny wspotczynnika
k dla osiowo $ciskanej ptyty wspornikowej przy stalym rozkladzie naprezen
na jej dtugosci w funkcji wspotczynnika sprezystego zamocowania (&) wg wzo-
ru:

£=Cyb, /D, (1)

gdzie: Cy - sztywnos¢ obrotowa krawedzi podpartej rowna momentowi zginaja-
cemu powstalemu podczas obrotu o kat jednostkowy, b, - szerokos¢ plyty ule-
gajacej wyboczeniu, D=Et/(12(1-v?)) - ptytowa sztywno$¢ zginania.
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W pracy [12] analizowano m.in. wplyw wzdluznej zmiennosci naprezen
(rozktad naprgzen wg funkcji liniowej) na stateczno$¢ osiowo $ciskanych ptyt
wspornikowych dla granicznych warunkow brzegowych (przegub, utwierdzenie)
na krawedzi podpartej. Dla tych przypadkéw podparcia i obcigzenia zapropono-
wano przyblizong formule obliczania wspoétczynnika £.

W pracy [5] przedstawiono wyniki badan stateczno$ci mimosrodowo $ciska-
nych plyt wspornikowych przy wzdtuznej zmiennosci naprezen dla granicznych
przypadkéw podparcia krawedzi podhuznej (przegub lub utwierdzenie). Wypro-
wadzono wzory na pracg¢ sit zewnetrznych przy obcigzeniu wywotujacym
wzdtuzny rozklad naprezen wg funkcji liniowej oraz wg paraboli 2. stopnia.
Z kolei w pracy [6] przedstawiono wykresy wspofczynnika k sprezyscie zamoco-
wanych §cianek wspornikowych dla wybranych przypadkéw wzdhuznej i po-
przecznej zmienno$ci naprezen w przedziale: 1.5 <y, <8, gdzie y, = I/b,. Nato-
miast w pracy [8] wyprowadzono wzory aproksymacyjne wspétczynnika k
dla osiowo $ciskanej ptyty wspornikowej dla dowolnego stopnia sprezystego za-
mocowania krawedzi podpartej oraz dowolnie ,,nachylonego” na dhugosci ptyty
rozktadu napr¢zen wg funkcji liniowej i paraboli 2. stopnia. Dla wzdluznej
zmienno$ci naprezen zdefiniowano ,,potfale krytyczng”, jako te z najwigkszymi
ugigciami 1 wystgpujacg w obszarze najwigkszych naprezen. Za jej dtugosé wy-
boczeniowa (I.,) przyjgto, podobnie jak dla stalej intensywnoS$ci naprezen (m; = 0,
gdzie m; wg rys.1b), odleglos¢ pomigedzy punktami przegigcia (w”(xs)yzb=0, gdzie
w(x,) — funkcja ugigcia ptyty) ,,Sladu” pierwszej postaci wyboczenia o maksymal-
nych przemieszczeniach i wystepujacej od strony maksymalnych obcigzen.

W celu doktadniejszego rozwigzania wielu zagadnien wyboczenia lokalnego
oraz nos$no$ci granicznej (szacowanej wg metody szerokosci wspotpracujacej)
otwartych pregtow cienkosciennych w zlozonych stanach napr¢zenia, nalezy uzu-
peti¢ wybrane rozwigzania stanu krytycznego Scianek sktadowych. Chodzi tutaj
o mimos$rodowo $ciskane Scianki (ptyty) wspornikowe, przy jednoczesnym
uwzglednieniu zaréwno sprezystego zamocowania przeciw obrotowi krawedzi
podpartej, jak réwniez wzdhuznej zmienno$ci naprezen. W normie [5] podano
jedynie wzory wspotczynnikéw k dla swobodnie podpartej ptyty ($cianki) wspor-
nikowej z uwzglednieniem poprzecznej zmienno$ci napr¢zen. Jak wykazano
w pracach [5,6,8], w takich $ciankach wystepuja zapasy lokalnej no$nosci kry-
tycznej w stosunku do modelu obliczeniowego separacji $cianki podpartej prze-
gubowo, ktory przyjeto w normach [13,14,15].

W niniejszej pracy wyznaczono wspolczynniki k dla sprezyscie zamocowa-
nych i mimo$rodowo $ciskanych plyt wspornikowych przy wystepowaniu tech-
nicznie waznych schematoéw obcigzen, ktorych nie znaleziono w literaturze i nie
zamieszczono w pracach [5,6,8]. Ponadto wyprowadzono wzory aproksymacyjne
dla réznych poprzecznych rozkladéw naprgzen umozliwiajgce wyznaczenie
wspoélczynnika & dla m; = 0 oraz oszacowanie & dla posrednich warto$ci parame-
tru m; z przedziatu (0-1). Zaproponowano takze uproszczong procedur¢ szaco-
wania & dla dlugich plyt (§cianek) w przedziale: 8 < y,< 50.
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Na rysunku 2. pokazano rozpatrywane w niniejszej pracy przypadki po-
przecznej zmienno$ci naprezen w plycie wspornikowej w zalezno$ci od wartosci
parametru @, (por.rys.1). Dla pordéwnania, jako pierwszy pokazano klasyczny
przypadek osiowego $ciskania dla a,= 0.
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Rys. 2. Rozpatrywane schematy rozktadu naprezen w plycie wspornikowej

Fig. 2. Considered patterns of stress distributions in the cantilever plate

2. Warunki brzegowe plyty wspornikowej

Zatozono, ze: 1) Scianka wspornikowa przekroju cienko$ciennego zachowu-
je si¢ jak ptyta wspornikowa, sprezyscie zamocowana przeciw obrotowi w plycie
sgsiedniej np. w $rodniku, 2) druga krawedz podtuzna jest swobodna i nie zawiera
usztywnienia krawedziowego; 3) mimosrodowe $ciskanie plyty wystepuje jedy-
nie w jej plaszczyznie; 4) poprzeczne krawedzie plyty przyjeto jako swobodnie
podparte; 5) rozpatruje si¢ naprezenia w zakresie sprezystym.

Stopien sprgzystego zamocowania podluznej krawedzi ptyty (y,=0) opisano
za pomocg wspotczynnika zamocowania ¢ wg wzoru (1) [1] oraz wskaznika spre-
zystego utwierdzenia x wg [4] w nastgpujacej postaci:

x=1/(1+2D, /b,C,) 2

Wspotczynnik &€ wg wzoru (1) zmienia si¢ od ¢ = 0 dla podparcia przegubo-
wego do & = oo dla utwierdzenia, natomiast wskaznik x wg wzoru (2), od x=0
(przegub) do k=1 (utwierdzenie), przy czym k = ¢ /(2+e).

Sztywnos$¢ obrotowa podpartej krawedzi ptyty wspornikowej mozna
wyznaczy¢ ze WZoru:

¢, =1 [1_&J 3)

r Gcr,r

gdzie: i - wspolczynnik zalezny od rozkladu obcigzenia i warunkéw podparcia
plyty usztywniajacej, b, - szeroko$¢ plyty usztywniajacej, D, - sztywno$¢ zginania
plyty usztywniajacej, o, - napr¢zenia krytyczne ptyty wspornikowej (,,krytycz-
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nej”), o.., - naprezenia krytyczne plyty usztywniajacej podpartej przegubowo dla
jednej potfali wystepujacej na dugosci wyboczeniowej (I.,) ptyty wspornikowej
(zaklada si¢ zgodno$¢ katow obrotu i momentdw zginajacych na krawedzi tacze-
nia $cianek). Uwaga: formuta w nawiasie wzoru (3) uwzglednia w sposob przy-
blizony niekorzystny wptyw naprezen $ciskajacych w plycie usztywniajacej [3].

W przypadku swobodnego podparcia Scianki wspornikowej (dla x = 0) przy
statym wzdluznym rozkltadzie naprezen, na jej dlugosci powstaje jedna polfala
wyboczenia réwna dlugosci segmentu (/.. = ). Przy wzdluznej zmiennos$ci na-
prezen moze powstac jedna lub co najwyzej dwie potfale wyboczenia o silnie
zroznicowanych amplitudach. W tym przypadku ,,pétfala krytyczna” jest niesy-
metryczna (wzgledem osi poprzecznej plyty), a jej maksymalne ugigcia wystepu-
ja od strony maksymalnych napre¢zen (por.rys.10 dla x = 0 w pracy [8]).

W przypadku x > 0 wystepuje sprezyste zamocowanie plyty wspornikowej
w plycie sasiedniej, a dlugos¢ wyboczeniowa ,,potfali krytycznej” ma z reguty
warto$¢ mniejszg od dhugosci segmentu preta cienkos$ciennego (/. < [;). Dlugoséé
te mozna oszacowa¢ wg wzoru aproksymacyjnego (4) wyprowadzonego w pracy
[8]. Dla osiowo $ciskanej 1 sprezyscie zamocowanej plyty wspornikowej przy
statej (na dlugos$ci) intensywnosci naprgzen wzor ten ma postac:

I :bs[2.02—0.371<) )

.2
KO 5

W niniejszej pracy zbadano, ze wzor (4) mozna takze bezpiecznie stosowac
do oszacowania dtugosci wyboczeniowej w typowych przypadkach mimosrodo-
wego Sciskania (por. rys.2).

Z uwagi na to, ze dla ptyty wspornikowej, w kazdym przypadku zamocowa-
nia (0 < x < 1) dlugos¢ wyboczeniowa jest wigksza od szerokosci ptyty (I.,>by),
konserwatywng oceng¢ sztywno$ci obrotowej mozna uzyskac¢ ze wzoru (3) przyj-
mujac 7 = 2 dla przekroju Sciskanego, oraz # = 4 dla przekroju zginanego [3,8].
Takie podej$cie upraszcza obliczenia i pozwala na bezpieczne oszacowanie na-
prezen krytycznych. Wzory na naprezenia krytyczne plyty usztywniajacej
dla jednej potfali wyboczenia na dlugosci /.. ptyty podpieranej (stabszej) podano
np. w pracach [3, 9].

Obliczenia sg zatem iteracyjne, poniewaz do wyznaczenia sztywno$ci obro-
towej Cy potrzebne sa naprgzenia krytyczne o, 1 0., Kktore zalezg
m.in. od wskaznika x. Z kolei wskaznik utwierdzenia x zalezy od sztywnosci ob-
rotowej Cy 1 ostatecznie od obliczanych naprezen krytycznych o.. Jednakze
w praktyce obliczeniowe], przy zalozeniu wstgpnej wartosci wskaznika x (np.
z przedziatu 0.2 +0.4) proces ten jest szybko zbiezny. Wystarczajacg z technicz-
nego punktu widzenia doktadno$¢ uzyskuje sie juz po 2 — 3 iteracjach. Oczywi-
scie w kazdym przypadku mozna skorzysta¢ z dodatkowego uproszczenia zapro-
ponowanego w pracy [8]. Polega ono na tym, ze w kazdym kroku obliczenio-
wym za o, przyjmuje si¢ minimalne naprezenia krytyczne $cianki podpierajacej
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(tj. 0., = 4ok, dla $ciskania przekroju lub o.,., = 23.90;, dla zginania przekroju
w plaszczyznie Srodnika, gdzie: ox, — napr¢zenia Eulera dla ptyty podpierajace;).
W tym przypadku wystarczy zazwyczaj jedna iteracja.

3. Funkcja ugiecia i stan napre¢zenia plyty wspornikowej

Funkcje ugiccia sprezys$cie zamocowanej 1 mimosrodowo $ciskanej plyty
wspornikowe] przy wystgpowaniu wzdhliznej zmienno$ci napr¢zen przyjeto
W postaci:

i 2 ) P .
W, (v =1, ﬁ{(l—x)%m[ﬁj J+’iﬁ{%} sin[’f“) 5)
p=3

i=1 s b s s

N

gdzie: f», f;, - bezwymiarowe, swobodne parametry funkcji ugigcia.

Zalety funkcji (5) do aproksymowania zlozonej postaci wyboczenia ptyt
wspornikowych w ztozonych stanach napr¢zenia oméwiono w pracach [5,7,8].

W przypadku analizy statecznosci ptyty wspornikowej stanowigcej czeS¢
sktadowg preta cienko$ciennego o przekroju otwartym, w ktorej akceptuje
si¢ hipoteze ptaskich przekrojow lub hipoteze deplanacji przekroju (w zalezno$ci
od sposobu obcigzenia), rozklad napr¢zen normalnych (por.rys.1) mozna przed-
stawi¢ w postaci [6,7]:

o, =ao(l —a, &Jﬁi (x,) ©6)

gdzie: oy - krawedziowe naprezenie poréwnawcze (dodatnie kiedy Sciskajace) na
krawedzi zawierajacej poczatek lokalnego uktadu wspotrzednych (y=0,
por. rys.1), fix;) - funkcja rozktadu naprezen na dtugosci plyty, o, - wspotczynnik
rozktadu napr¢zen na szerokosci ptyty wg wzoru:

aszl—a(f/ao (7)
W niniejszej pracy rozpatrzono nastepujace przypadki wzdtuznego rozktadu
naprezen: 1) rozklad staty (m = 0), 2) rozklad liniowy oraz, 3) rozktad nieliniowy

wg paraboli 2. stopnia. W przypadkach 2 i 3 funkcje £;(x;) wg wzoru (6) mozna
przedstawi¢ odpowiednio w postaci:

Bi(x,)=1-mx, /I, ®)
Ba(x,)=1-myx2 /12 ©)
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gdzie m; - wspolczynnik charakteryzujacy wzdluzng zmienno$¢ naprezen
Wg WZoru:

m,=1-0,/0, (10)

Wzdtuzny rozktad naprezen wg funkcji liniowej (6, 8) lub nieliniowe;j (6, 9)
mozna uzyska¢ przez wprowadzenie naprezen stycznych [12] lub wzdtuznych sit
masowych (por.rys.1), o rozktadzie dobranym w zaleznosci od sposobu obcigze-
nia preta cienkos$ciennego. Sposob zastapienia naprezen stycznych odpowiednim
rozktadem sit masowych w plytach wspornikowych opisano w pracy [5]. Wpro-
wadzenie wzdluznych sit masowych oraz opis rozktadu naprezen normalnych
wg wzoru (6) upraszcza funkcje ugigcia (5) poprzez redukcje liczby swobodnych
parametréw niezbgdnych do aproksymacji postaci wyboczenia. Pozwala
to na analizg statecznos$ci ptyty wspornikowej (§cianki przekroju) w tych przy-
padkach, w ktorych rozktad i intensywno$¢ naprgzen stycznych nie wptywa istot-
nie na postac utraty statecznosci [5,7]. W niniejszej pracy pominigto wpltyw napre-
zen stycznych, przyjmujac wzdtuzny rozktad naprezen normalnych wg wzoru (6).

4. Naprezenie krytyczne

Naprezenie krytyczne (o) lokalnej utraty statecznosci mimosrodowo Sci-
skanej plyty wspornikowej przy wzdhuznej zmienno$ci naprgzen odniesiono
do najbardziej $ciskanej krawedzi (por.rys.2 — linia gruba) i wyrazono w postaci
wzoru:

o =ko, (11)

gdzie or - naprezenia Eulera dla ptyty wg [1,9].

Plytowe wspodtczynniki wyboczeniowe (k) wyznaczono metoda energetycz-
ng. Catkowita energia potencjalna uktadu wynosi:

Us :Vs,] +Vs,2_Ls (12)

gdzie: V; - energia spr¢zysta zginania plyty, Vi, - energia sprezystego zamoco-
wania krawedzi podtuznej (y,= 0), L, - praca sit zewngetrznych.

Poniewaz funkcje ugiecia plyty zapisano szeregiem sinusowo — wielomia-
nowym postaci (5), energi¢ sprezysta (V) wyznaczono w sposob zaproponowa-
ny w pracy [2], a funkcj¢ pracy sit zewnetrznych (L) wyznaczono z sekwencji
wzoréow wyprowadzonych w pracy [5]. Natomiast energi¢ sprezystego zamoco-
wania (V) krawedzi podtuznej wyznaczono wg [1] ze wzoru:
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I 2
v,=Sf [awsJ dx (13)
2 0 ay‘s ys=0

Naprezenia krytyczne obliczono z uktadu réwnan:
aUs/afl.p =0 (14)

sprowadzajac zagadnienie do problemu wyznaczania wartosci i wektoréw wia-
snych.

Obliczenia wspolczynnikow wyboczeniowych k& wykonano programem
komputerowym Ncr_plyta_sw-sprez-(3).nb (opracowanym w $srodowisku pakietu
Mathematica® [11]) i rozbudowanym w stosunku do aplikacji opisanej w pracy
[6] o kolejne moduty obliczeniowe. Program umozliwia m.in. tablicowanie
wspotczynnikow, wyznaczanie wzorow aproksymacyjnych oraz graficzng pre-
zentacje wynikéw obliczen (wykresy, postacie wyboczenia itp.). Funkcje ugiecia
plyty aproksymowano szeregiem (5), przy narzuceniu wartosci poczatkowych
wskaznika utwierdzenia wg wzoru (2) od x=0 dla krawgdzi swobodnie podpartej
do x=1 dla krawedzi utwierdzonej. Parametr i, okreslajacy ilos¢ ,,potfal” funkcji
sinus w kierunku osi x; szeregu (5) dobierano w zaleznosci od stosunku wymia-
row plyty (ys = I/by), rozkladu naprezen dziatajacych w jej plaszczyznie oraz
wskaznika x. Na podstawie analizy zbieznosci wynikow (analogicznej do przed-
stawionej w pracy [5]), do obliczen wspotczynnikdéw & sprezyscie zamocowanych
ptyt wspornikowych o y, < 8 oraz wartosci parametrow: 0<m <1 oraz 0 <x< 1
przyjeto w praktyce i, = 8. Dalo to wystarczajagcag dokltadnos¢ z technicznego
punktu widzenia przy jednoczesnej redukcji iloSci obliczen. W tabeli 1 podano
przyporzadkowanie numeru krzywej na poszczegélnych wykresach (rys.3 + 8)
do wspotczynnika ¢ oraz wskaznika x wg wzorow (1, 2).

Tabela 1. Przyporzadkowanie numeru krzywej na rys. 3-8 do wspolczynnika ¢ oraz wskaznika x

Table 1. Assignment of the curve numbers in Figs 3-8 to the coefficient ¢ and index x

Nr| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
¢ 01015 03 0,6 1 2 3 5 10 20 10°
00,07]0,13| 0,231 | 0,333 | 0,5 | 0,6 | 0,714 | 0,83 | 0,909 1

5. Wykresy wspolczynnika wyboczeniowego &

Na rysunkach 3 do 5 pokazano wykresy wspotczynnika k dla a,= 3 (rys.3),
os= -1 (rys.4) 1 a,= 0.5 (rys.5) przy liniowym (m; = 1), w kierunku podtuznym,
rozktadzie naprezen (o, wg (6, 8)) w funkcji y, oraz ¢ 1 x wg tabeli 1. Odpowied-
nie rozktady naprezen pokazano na rys.2.
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Rys. 3. Wykresy wspotczynnika k dla o, =3 i m;= 1 oraz ¢ i k wg tabeli 1

Fig. 3. The plots of the coefficient & for o, =3 and m; = 1, and also ¢ and « in acc. with Table 1
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Rys. 4. Wykresy wspotczynnika k dla o, =-11m;= 1 oraz ¢ i x wg tabeli 1

Fig. 4. The plots of the coefficient k for o, =-1 and m; = 1, and also ¢ and x in acc. with Table 1
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Rys. 5. Wykresy wspotczynnika k dla a; = 0.5 1 m;= 1 oraz ¢ i k wg tabeli 1
Fig. 5. The plots of the coefficient & for o, = 0.5 and m; = 1, and also ¢ and « in acc. with Table 1

Na rysunkach 6 do 8 pokazano wykresy wspotczynnika £ dla a,= 2 (rys.6),
o, =10* (rys.7) i a,=1 (rys.8) przy nieliniowym (m,=1), w kierunku podhuznym,
rozktadzie naprezen (o, wg (6, 9)) w funkcji y, oraz ¢ 1 ¥ wg tabeli 1. Rozktady
naprezen pokazano jak poprzednio na rys.2.
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Rys. 6. Wykresy wspotczynnika k dla o, =2 i my=1 oraz ¢ i k wg tabeli 1

Fig. 6. The plots of the coefficient k for a;, =2 and m,= 1, and also ¢ and « in acc. with Table 1
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Rys. 7. Wykresy wspotczynnika k dla a; = 10*1 m,= 1 oraz ¢ i x wg tabeli 1

Fig. 7. The plots of the coefficient k for a, = 10* and m,= 1, and also ¢ and x in acc. with Table 1
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Rys. 8. Wykresy wspotczynnika k dla o, =11 m,=1 oraz ¢ i k wg tabeli 1

Fig. 8. The plots of the coefficient k for a, = 1 and m,= 1, and also ¢ and « in acc. with Table 1

Na rysunku 9. poréwnano wspotczynniki £ dla sprezyScie zamocowanej
(e=3, ¥=0.6) ptyty wspornikowej przy a,= -1 oraz liniowym rozkladzie napre-
zen w kierunku podtuznym (o, wg (6, 8)) dla m; = 0; 0.25; 0.5; 0.75 1 1 w funk-
cji y,. Wraz ze wzrostem warto$ci parametru m; napr¢zenia krytyczne rosng
i zanika girlandowy charakter krzywych charakterystyczny dla m;= 0.
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Rys. 9. Porownanie wykresow wspotczynnika k dla a, = -1, sprezyscie zamocowanej (¢ = 3, k=0.6)
plyty wspornikowej przy liniowym rozktadzie naprezen dla m; = 0; 0.25;0.5; 0.751 1

Fig. 9. Comparison of the coefficient & plots for a, = -1, for the elastically restrained (¢ = 3, ¥=0.6)
cantilever plate, assuming non-linear stress distribution, for m; = 0; 0.25; 0.5; 0.75; and 1

Z poréwnania wykresow pokazanych na rys.9. wynika ponadto, ze dla po-
srednich wartos$ci parametru m; wartos¢ wspotczynnika k£ mozna konserwatyw-
nie oszacowa¢ w oparciu o interpolacje liniowa, np. k" *"~ (K" '+ K" *)/2;
K0 (K74 k02 itd.

Z kolei na rys.10. poréwnano wspolczynniki £ dla spr¢zy$cie zamocowanej
(¢ =1, k=0.333) ptyty wspornikowej przy a,=10" oraz nieliniowym rozktadzie
napr¢zen w kierunku podtuznym (o, wg (6, 9)) dla parametru m, = 0; 0.25; 0.5;
0.75 1 1 w funkcji y,.

Roéwniez w tym przypadku, wraz ze wzrostem parametru m, naprezenia
krytyczne rosng. Ponadto z analogicznego (jak dla rozktadu liniowego) porow-
nania wykresow wynika, ze dla posrednich wartoSci parametru m, wartos$é
wspotczynnika & mozna konserwatywnie oszacowaé¢ w oparciu o interpolacje
liniowg, chociaz w tym przypadku bledy takiego oszacowania bedg wigksze
(ale na korzys$¢ bezpieczenstwa).

W celu umozliwienia oszacowania wspotczynnika k dla wzdtuznego linio-
wego lub nieliniowego rozkladu naprezen i posrednich wartosci parametru m;
z przedzialu 0 < m; <1 (np. na podstawie wykresow wspotczynnikéow £ dla
m;=1), w rozdziale 6 niniejszej pracy podano wzory aproksymacyjne wspot-
czynnika £ dla mimosrodowo $ciskanej ptyty wspornikowej (o, wg rys.2.) przy
stalym rozkladzie napre¢zen na jej dtugosci (m;=0). Uwaga: dodatkowe wykresy
wspotczynnikow k dla innych warto$ci parametrow o, 1 m; zamieszczono w pra-
cy [6].
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Rys. 10. Poréwnanie wykresow wspdlczynnika k dla o, = 10*, sprezyscie zamocowanej (¢ = 1, k=0.33)
plyty wspornikowej przy nieliniowym rozktadzie naprezen, m,= 0; 0.25; 0.5; 0.751 1

Fig. 10. Comparison of the coefficient & plots for o, = 10, for the elastically restrained (¢ = 1, k<=0.33)
cantilever plate, assuming non-linear stress distribution, for m,= 0; 0.25; 0.5; 0.75; and 1
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Rys. 11. Poréwnanie wykresow wspotczynnika k dla sprezyscie zamocowanej (¢ =5, k = 0.714)
plyty wspornikowej przy nieliniowym rozktadzie napr¢zen (m,= 1) dla réznych wartosci o

Fig. 11. Comparison of the coefficient k plots for the elastically restrained (¢ = 5, ¥ = 0.714) cantile-
ver plate, assuming non-linear stress distribution (m,= 1) and different values of a;

Na rysunku 11. poréwnano wspotczynniki £ dla sprgzyscie zamocowanej
(=5, x=0.714) ptyty wspornikowej przy nieliniowym rozkladzie napre¢zen
w kierunku podtuznym (m, =1) oraz r6znych (liniowych) rozktadach w kierunku
poprzecznym (a, = 0; -1; 10% 3; 2) w funkcji y,. W tym przypadku, wraz ze
zmniejszaniem si¢ strefy naprezen $ciskajacych (w stosunku do przypadku a,=0)
naprezenia krytyczne rosna.
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6. Przypadek stalego rozkladu naprezen na dlugosci plyty

W przypadku statego rozkladu naprgzen (m; =0) wykresy wspotczynnikéw
wyboczeniowych maja posta¢ krzywych girlandowych (por.rys.9 i rys.10).
Dla ptyt, ktorych dhugos$¢ jest wielokrotnoscia /.. wg (4) otrzymuje si¢ k=kpin.
Stad dla dhugich plyt (Scianek przekroju) wspdtczynnik wyboczeniowy szybko
dazy do wartoSci minimalnej (k.=kmin). W praktyce projektowej przyjmuje si¢
z reguly warto$§¢ minimalng k., dla danego schematu statycznego i sposobu ob-
cigzenia ptyty, (np. £ = 0.43 dla swobodnie podpartej i rownomiernie $ciskanej
plyty wspornikowej lub £ = 4 dla tak samo obcigzonej plyty przgstowej [15]).

W niniejszej pracy na podstawie obliczen wykonanych programem Ncr_ py-
ta_sw-sprez-(3).nb, wyznaczono warto$ci wspotczynnikow ki, (dla m; =0) i wy-
prowadzono formuty aproksymacyjne dla przypadkéw mimosrodowego Sciskania
(por.rys.2.) w funkcji wskaznika x. Wzory wyprowadzono przy zatozeniu rozbi-
cia ich wazno$ci na dwa przedzialy zmiennos$ci wskaznika x 1 w takiej formie
zamieszczono w tabeli 2. W kolumnie 1 podano wartosci parametru a, wg wzoru
(7), (por.rys.2), w kol. 2 — wspolczynniki k dla przypadku k=0, w kol. 4 — wspot-
czynniki k dla przypadku x = 0.05, a w kol. 5 wzor aproksymacyjny wspotczyn-
nika & w funkcji k w przedziale 0.05< x <I. Natomiast w przedziale 0<x<0.05
mozna stosowac interpolacj¢ liniowa.

Tabela 2. Wspolczynniki wyboczeniowe ki, dla a, wg rys.2. przy m; =0
Table 2. Buckling coefficients k.,;, for a; according to Fig.2. by m; =0

a, k=0 0<k<0.05 x=0.05 0.05 <x <1
1 2 3 4 5
0 0425 0.537  0.49+0.974x —0.822x* +0.632k"
2 0.851 1.069  0.986+1.727x —1.494k* +0.914x>
10° 0.567 0.712  0.652+1.258x —1.051x* + 0.741x">

-1 0486 Interpolacia  0.609  0.556+1.104x —0.931x* +0.688x"
3 0681 liniowa 0.856  0.786 +1.46K —1.225x7 +0.811x>
1 1702 2123 1.917+4.336x —4.605x° +4.2x>
0.5 0.681 0.856 0.78 +1.59x —1.375x* +1.111x°
Dla poréownania, w pierwszym wierszu tabeli 2. podano przypadek rowno-
miernie $ciskanej plyty wspornikowej. Uwaga: bardziej rozbudowang postac

wzoru dla a,=0, ale obowigzujaca juz w calym przedziale 0< x <1 podano w pra-
cy [8].
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7. Oszacowanie wspoélczynnika k przy wzdluznej zmiennosci
naprezen dla y, = 8+50

Na rysunkach 3 do 11 pokazano wykresy wspotczynnikow k& w przedziale
y,=1.5+8. Na podstawie obliczen wykonanych programem Ncr plyta sw-sprez-
(3).nb oraz testow wykonanych wzorami aproksymacyjnymi wyprowadzonymi
w pracy [8] dla a, =0 stwierdzono, ze w przedziale y, = 8+50 wspolczynnik £,
mozna oszacowac z nastgpujacej formuty przyblizone;:

(ks_k i ) 2
k, =k . +-—=—mc —100 2500 15
¥ min + 1764 (7/3 ys + ) ( )

gdzie: ki — wspotczynnik obliczony dla danego schematu obcigzenia i wartoSci
wskaznika x wg tabeli 2, kg - wspdtczynnik dla y, = 8 odczytany z odpowiednie-
g0 wykresu (rys. 3 do 11 Iub z wykreséw zamieszczonych w pracy [6]).

Maksymalne roznice wspotczynnika k, oszacowanego wg wzoru (15)
w stosunku do warto$ci wyznaczonych w/w programem nie przekroczyly +2.5%
w przedziale 10<y,<20 oraz -5% w przedziale 40<y,<50. Oczywiscie przy zaloze-
niu mozliwie doktadnego odczytania wartosci kg z odpowiedniego wykresu.

W przypadku ptyt dhugich y, > 50 wpltyw wzdluznej zmienno$ci naprezen
na warto$¢ wspotczynnika £ jest niewielki (ponizej 5%) i z technicznego punktu
widzenia mozna w tym przedziale przyjmowac k=k;, wg tabeli 2.

8. Przyklad obliczeniowy

Zastosowanie pokazanych w pracy wykresow oraz wyprowadzonych wzo-
row aproksymacyjnych (tabela 2, wzor (15)) pokazano na przyktadzie.

Przyklad. Dana jest ptyta wspornikowa ($cianka przekroju cienko$ciennego)
o wymiarach i rozkladzie naprezen wg rys.12. Wyznaczy¢ naprezenie krytyczne
przy liniowym, na dtugosci ptyty, rozkladzie napre¢zen dla m=1.
Dane: x=0.333; y,=1400/100 = 14; E=210 GPa; v=0.3;

Naprezenia Eulera dla ptyty [15]: oz = 190000-(3/100)* = 171 MPa,
wspolczynnik poprzecznego rozktadu naprezen: a, = 1— (120/(—60)) = 3.
Poniewaz dla y,=14 nie dysponujemy wykresem wspdtczynnika £, stad do jego
oszacowania wykorzystamy formute (15), (oczywiscie warto$¢ ,,Scista” £ moze-
my wyznaczy¢ programem Ncr plyta_sw-sprez-(3).nb, przy zwigkszeniu warto-
$ci parametru i,).
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Rys. 12. Schemat statyczny Scianki (plyty)
Fig. 12. The static scheme of the thin-wall (plate)

Z tabeli 2. dla 0,=3 i x=0.333 obliczono wspolczynnik:
kemin=0.786+1.46.0.333—1.225.0.333*+0.811.0.333°=1.17 ;

Nastepnie z rys.3. (o, =3, krzywa 5, por. tabela 1.) dla y,=8 odczytano ks =~ 1.4;
stad ze wzoru (15) otrzymano:
ki=1.17+(1.4-1.17)«(14°~100+14+2500)/1764~1.34 (wartos¢ , Scista” wyznaczo-
na programem dla i,=20 wyniosta k= 1.35).

Dla poréwnania, wspotczynnik wyboczeniowy wyznaczony wg normy [15]

(tabl. 4.2, w =—0.5) przy pominigciu warunkow sprezystego zamocowania oraz
wzdtuznej zmienno$ci naprezen wynidst k*“=0.69;

Krawedziowe naprezenie krytyczne wyniosto: o.,=1.34+171=229 MPa i jest wigk-
sze od napr¢zenia wyznaczonego wg [15]: 0,=0.69«171=118 MPa 0 94%.

9. Podsumowanie

Uwzglednienie sprezystego zamocowania krawedzi ptyty ($cianki) wsporni-
kowej w segmencie preta cienko$ciennego oraz poprzecznej i wzdhuznej zmien-
nosci napr¢zen prowadzi do precyzyjniejszego wyznaczenia naprezen krytycz-
nych wyboczenia lokalnego. Poprawia to doktadno$¢ odwzorowania zachowania
si¢ elementu cienko$ciennego w inzynierskim modelu obliczeniowym, co jest
naturalnym kierunkiem rozwoju wspolczesnych metod projektowania. Pozwala
to takze na lepsza ocen¢ dokrytycznego zakresu pracy przekroju cienko$ciennego
[7], w ktérym wazna jest teoria Wlasowa [10], oraz doktadniejsze wyznaczenie
szerokosci wspdtpracujgcych roznie obcigzonych $cianek wspornikowych.

Funkcja ugigcia postaci szeregu wieclomianowo — sinusowego (5) umozliwia
aproksymacj¢ postaci wyboczenia mimosrodowo $ciskanej ptyty wspornikowej
przy wzdluznej zmiennosci naprezen oraz modelowanie warunkow brzegowych
j€j sprezystego zamocowania przeciw obrotowi.

W przypadku wzdluznej zmienno$ci naprezen (m; >0) wykresy wspolczyn-
nika k& nie maja charakteru krzywych girlandowych i ich zbiezno$¢ do ki
jest znacznie wolniejsza niz w przypadku m; =0, co moze by¢ wykorzystane
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w modelu obliczeniowym. Ze wzrostem warto$ci wspotczynnika ¢ wg wzoru (1)
oraz wskaznika x wg wzoru (2) oraz wzrostem wartosci parametru m; wg (10)
rosng wspolczynniki naprezen krytycznych ptyt (Scianek) wspornikowych.
Mniejsze wspotczynniki k przy tych samych wartoSciach parametrow x, ay, m;
oraz y, uzyskano dla nieliniowego rozkladu napre¢zen (np. por.rys.3. krzywa 8
zrys.11. dla o,=3).

Wyprowadzone w pracy wzory aproksymacyjne zamieszczone w tabeli 2
oraz wykresy wspotczynnikow k dla m; =1 umozliwiajg oszacowanie naprezen
krytycznych dla wartoséci posrednich 0<m;,;<1 na podstawie interpolacji liniowe;.
Uzyskane w ten sposdb wartosci sa mniejsze od wyliczonych programem
Ncr_plyta_sw-sprez-(3).nb. W przypadku ptyt dlugich (Scianek nie uzebrowanych
elementow cienko$ciennych) wspotczynnik & mozna oszacowaé ze wzoru (15).
Ze znaczacym wzrostem dlugosci plyty (np. y.>50) maleje wpltyw wzdtluznej
zmienno$ci naprezen. W takim przypadku wspoétczynnik & mozna oszacowaé
wg tabeli 2 w zalezno$ci od poprzecznego rozktadu naprezen.
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STABILITY OF ECCENTRICALLY COMPRESSED CANTILEVER
WALL OF A THIN-WALLED MEMBER

Summary

The paper presents the results of investigations into the stability of eccentrically compressed can-
tilever walls constituting components of thin-walled members. The characteristics of such walls
include high slenderness and susceptibility to local stability loss. To solve the problem, a model
of a thin cantilever plate was used. The deflection function was written in the form of the poly-
nomial-sine series. The conditions of elastic restraint against rotation and different stress distribu-
tions (in accordance with a constant function, linear function and the parabola 2°) over the length
of the member were accounted for. The critical stress was referred to the edge that was most
compressed for a given load case. The buckling coefficients k& were determined using the energy
method. The plots of the coefficient k were presented for those load schemes that were not found
in the literature. Approximation formulas for the coefficient k were derived for stress distribution
that was constant over the plate length. In the formulas, different cases of eccentric compression
were accounted for in the form of a function of the elastic fixity index. The means of estimating
the coefficient k for intermediate parameter values were discussed. Also, a simple approximation
formula for long cantilever plates was presented. The use of approximation formulas was demon-
strated on the computational example. It was concluded that taking into account the elastic re-
straint of the edge of the cantilever wall (plate) in the thin-walled bar segment, and also the trans-
verse and longitudinal stress variation gives more precise determination of the critical stress
in local buckling. That contributes to improvement in the representation of the thin-walled ele-
ment behaviour in the computational engineering model. The critical stress determined in the way
described in the study can also help to more accurately determine of effective widths of cantilever
walls which are under different loads.

Keywords: thin-walled bars, open section, cantilever plates, elastic restraint, longitudinal stress
variation
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