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ZASTOSOWANIE METODY RAYLEIGH’A

DO OBLICZENIA PIERWSZEJ CZESTOSCI DRGAN
WLASNYCH SLUPOW WSPORNIKOWYCH

O ZMIENNYM PRZEKROJU POPRZECZNYM

Metoda Rayleigh’a wyprowadzono wzory na czgsto$¢ (lub okres) dla pierwszej
postaci drgan wilasnych (gigtnych) stupow wspornikowych w ksztalcie Scigtego
stozka o roznych zbieznoSciach $cianek bocznych, z materialu jednorodnego
i sprezystego. Przyjeto, ze ksztalt wychylenia osi stupa podczas drgan odpowiada
ugigciu statycznemu pod dziataniem obcigzenia cigglego. Uwzgledniono trzy roz-
ne rozklady obcigzen ciaglych. Otrzymane okresy drgaf poréwnano z wynikami
uzyskanymi metoda elementéw skonczonych (ANSYS). Stwierdzono duza zgod-
nos¢ wynikow. Przeanalizowano mozliwo$¢ rozszerzenia uzyskanych wynikow
dla stupow wspornikowych w ksztatcie ostrostupow scigtych prawidlowych i cig-
tego stozka wspotosiowo wdrazonego (rury stozkowe;j).

Stowa kluczowe: stup stalowy, linia ugigcia, pierwsza czgsto$¢ drgan wlasnych

1. Wprowadzenie

Czestosci kolejnych postaci drgan wlasnych belki mozna otrzymaé rozwia-
zujac dla okreslonych warunkow brzegowych rownanie drgan belki Bernoulle-
go—FEulera, sposob postgpowania umozliwiajacy uzyskanie rozwigzania nume-
rycznego dla belki w ksztalcie $cigtego stozka przedstawiono w pracy [1]. Inne

! Autor do korespondencji: Jacek Jaworski, Szkofa Glowna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie,
Wydzial Budownictwa i InZynierii Srodowiska, Katedra Inzynierii Budowlanej, 02-776 Warszawa,
ul. Nowoursynowska 159, tel. (22) 59- 35109, e-mail: jacek jaworski@sggw.pl.

2 Olga Szlachetka, Szkota Gtowna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie, Wydzial Budownictwa
i Inzynierii Srodowiska, Katedra Inzynierii Budowlanej, 02-776 Warszawa, ul. Nowoursynowska 159,
telefon (22) 59-35110, e-mail: olga_szlachetka@sggw.pl.

3 Luz Antonio Aguilera-Cortés, Depto. Ingenieria Mecanica, DICIS-Universidad de Guanajuato Carre-
tera Salamanca-Valle de Santiago km 3.5+1.8, CP 36885 Salamanca, Guanajuato, México, tel. (52)
464-647-9940 (ext. 2381), e-mail: aguilera@ugto.mx




186 J. Jaworski, O. Szlachetka, L. A. Aguilera -Cortés

metody 1 dalsze wyniki rozwigzan dla belek o zmiennych przekrojach po-
przecznych omowiono w pracy [2].

Autorzy tej pracy stawiajg sobie za cel wyprowadzenie metoda Rayleigh’a
wzorow na pierwsza czestos¢ drgan wiasnych (gigtnych) stupow wsporniko-
wych w ksztalcie $cigtego stozka. Zatozono, ze amplituda drgan jest mala, ma-
terial jednorodny, izotropowy i idealnie sprezysty, a masa jest roztozona w spo-
sob ciggly, co prowadzi czasem do duzych trudnosci przy catkowaniu. Jesli
znajdzie si¢ jednak rozwigzanie zamknigte, uzyskujemy wzér tak prosty,
ze do obliczenia czgstosci (lub okresu) drgan wystarcza podrgezny kalkulator.

W metodzie Rayleigh’a zaktada si¢ ksztalt wychylenia osi slupa podczas
drgan. Przyjecie tego ksztaltu w postaci paraboli, funkcji trygonometrycznej
lub linii ugigcia statycznego osi stupa pod dziataniem sity poprzecznej, przyto-
zonej do jego wierzchotka nie prowadzi do dobrych wynikéw, szczegdlnie przy
pretach o ksztalcie zblizonym do stozka. Porownanie wynikow uzyskanych
przy takich zatozeniach z obliczeniami MES znalez¢ mozna w pracy [4].

W niniejszej pracy uwzgledniono trzy rodzaje obcigzenia cigglego: state ¢,
proporcjonalne do $rednicy preta ¢,, proporcjonalne do pola przekroju i tym
samym do masy preta (czyli do kwadratu jego $rednicy) g3, (rysunek 1)
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Rys. 1. Schemat preta wspornikowego do obliczenia ugigcia, a) obciazenie ciagle state, b), c) ob-
cigzenia ciggle zmienne zgodnie ze wzorami (2) i (3)

Fig. 1. Cantilever beams: a) uniformly loaded, b), c) linear variable continuous load according
to eq. (2) and (3), respectively

Srednica stupa i moment bezwtadnosci w dowolnym przekroju poprzecz-
nym preta okre§lonym wspdtrzedng x wynosza odpowiednio (rysunek 1)

4
Dod. g w2 5 42D

D(x)=D -
(x) L 64 d

gdzie: D,d — $rednice skrajnych przekrojow preta,
L— dhugos¢ preta,
n —iloraz $rednic okreslajgcy stopien zbieznos$ci Scianek $cigtego stozka,
J — moment bezwladnosci przekroju poprzecznego preta.
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2. Wyprowadzenie wzorow na okres drgan

2.1. Metoda obliczen

Sposdb postepowania pokazano doktadnie na przyktadzie preta obcigzone-
go stalym obcigzeniem cigglym ¢. Ugigcie obliczono catkujac réwnanie roz-
niczkowe osi odksztalconej preta.

d*u gL gx*
EJ\x)—=-M(x)=——qlx +— 7
()" =M ()= - —qLe+ = W
gdzie: u —ugigcie,

E — modut sprezystosci podtuzne;,

M — moment zginajacy w przekroju preta okreslonym wspotrzedna x,

g —obcigzenie ciagte o stalej wartosci.

Calkujac dwukrotnie 1 wyznaczajac stale catkowania z warunkow brzego-
wych otrzymano wyrazenie na ugigcie preta

32
u(x)z q4 A(x) ®)
nEa
w ktorym
d-D
_a-P 9
a=—7 ©)
2 2 2
A(x):w ~3Dd +d ax+d(6D;d)+ln D d _ d _(10)
3D3 6D ax+D ax+D  6(ax+ D)

Przyjmujac, ze o$ stupa (rysunek 2) wychylona podczas drgan ma ksztalt
okreslony roéwnaniem (8) obliczono energi¢ potencjalng w pozycji wychylongj
i energie kinetyczng w pozycji nieodksztalconej. Energia potencjalna wynosi

1 32¢ L
=— A(x)d. 11
qu(x)dx 29k (x)dx (11

L
E =]
02

Oznaczajac jako m(x) mase plastra materialu o grubosci dx

2
m(x)z%(x)dx (12)

wyznaczono energi¢ kinetyczng stupa jako
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E = ?loazuz(x)m(x)z l(x)2 p_n[32_qr ?(ax + D)2 Az(x)dx (13)
k 02 2 4 ﬂ;Ea4 0

Poréwnujac wartos$ci energii wyznaczono czesto$¢ drgan. Okres drgan wy-
nosi

{(ax+ DP 42(x)dx

2n 4L’ \/% 0
T=""= =P (14)
_ 2 42 E L
© (n-1)'d [ A(x)dx
0

gdzie: T — okres drgan,
@ — czestos¢ kotowa drgan,
p — gesto$¢ masy,
E — modut spre¢zystosci podiuznej,
n— iloraz dolnej i gérnej Srednicy shupa, jak we wzorze (6).

X
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T

Rys. 2. Schemat do obliczenia okresu drgan wlasnych stupa

Fig. 2. Scheme for calculations of the natural period of a column

Po scatkowaniu i uproszczeniu okres drgan moze by¢ wyrazony w funkcji
statych materialowych E i p, oraz parametrow D, L i n, okreslajacych ksztatt

geometryczny shupa
T 47’ n E\/A(n)+(601nn)B(n) (15)
3D (y-12 VE 10C(n)
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gdzie:  A(n)=11n° =870 +375n* —1184n° +3219n* —4281n +
+2817-1080n"" +234n2 - 2407,
B(n)=14n> =33n* +15n -3 —6n’Inn, (16)
C(n):3n4 +10n° —18n* + 6n—1-12nInn .

2.2. Wzory dla przypadku obcigzenia ciaglego zmiennego

Postepujac analogicznie jak w poprzednim punkcie, wyprowadzono wzory
dla przypadku, gdy o$ slupa wychylona podczas drgan ma ksztaltt linii ugi¢cia
statycznego przy obcigzeniach cigglych o wartosci zmiennej, opisanych wzora-
mi (2) i (3). We wzorach (17) i (23) g oznacza warto$¢ obcigzenia ciagltego wy-
stepujaca przy utwierdzeniu preta.

Dla obciazenia cigglego jak we wzorze (2) otrzymamy réwnanie osi ugietej

2
EJ(x)% = %F—Tnf +3nx? = 3L(n +1)x + L*(n + 2)} (17)

1 wzdr na ugigcie w postaci

64q
u(x)z—Al(x) (18)
nE
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_|:2a4 + L n}ln(ax +D)+ 6a5LT(ax +D)- 6a5LT(ax +D)In(ax + D)

Porownujac energi¢ potencjalng i energi¢ kinetyczng w dwoch charakte-
rystycznych potozeniach preta otrzymujemy wzor na okres drgan shupa
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1
T =8, |2 |- (20)
Eq(E n-1

(j)(l— - xjAl(x)dx

Po scatkowaniu i uproszczeniu, do ktdrego uzyto programu komputerowe-
go algebry symbolicznej Maple, okres drgan moze by¢ wyrazony jako

4 g A(n)+(1001n1)B(n)
T_E(n_l)zD %\/ 30nC(n) @l

gdzie:  A(n)=39n"" —645n° —1755n° +17175n" —32264 n® + 47925 n> +
~58605n" + 45130 n® — 22800 n* + 6600 n — 800,
B(n)=45n" —=193,2n° +135n° —99n" +24n° —18n°Inn , (22)
C(n)=n® —18n* + 300> +121°Inn —27n* +18n -4

Dla obcigzenia cigglego proporcjonalnego do pola powierzchni przekroju
(a wigc do kwadratu $rednicy) stupa (wzor 3) otrzymamy rownanie roézniczko-
we osi ugietej w postaci

EJ(x)d2u :qL2 n*+2n+3 _ﬂn2 +n+1
dx? 12 n’ 3 n’

2 (23)

2 X

x
6n* —4n(n —l)z+(n -1) Lo

+
1 12n°
Uzyskano zamknigta posta¢ wzoru na ugiecie (funkcja As(x) jest jednak
zbyt rozbudowana, zeby j3 tu zamiescic¢) i porownujac energie otrzymano wyra-
zenie na okres drgan stupa.

u() =22 43(x) (24)
7o)
f(ax+ D 42(x)ux
T =8aD % 0 25)

fax+ DY 4, (x)dx
0
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Poniewaz wyniki uzyskane ze wzoru (25) nie sg blizsze rezultatom z MES
od wynikéw ze wzoru (20), nie szukano innej postaci wzoru (25), a warto$ci
liczbowe do przyktadu obliczono przy uzyciu programu Mathematica.

Dla pretow w ksztalcie walca (n = 1), kazde z trzech przedstawionych ob-
cigzen ciagglych redukuje si¢ do obcigzenia statego i otrzymujemy takie same
rozwiazanie na okres drgan

2
pod |26p

9 D E (26)

Dla pretow w ksztalcie stozka (n = ), okres drgan jest rowny granicy przy
n — oo funkcji opisanych wzorami (15) i (21), co prowadzi odpowiednio
do wzorow

2
T:iﬂ llp (27)
3 D V30FE
2
T:iﬂ 13p (28)
5 D VIOE

3. Porownanie wynikow

W tabeli 1 oraz na rysunku 3 porownano okresy drgan wilasnych stupdéw
wspornikowych w funkcji zbieznosci $cianek bocznych stozka, okreslonej pa-
rametrem n. Uwzgledniono trzy rozpatrzone wyzej przypadki ksztattu osi stupa
wychylonej podczas drgan. Obliczenia wykonano dla stupéw stalowych o wy-
sokosci H = 6 m, $rednicy podstawy D = 20 cm i $rednicach glowicy od d = 0
(stozek) do d = 20 cm (walec).

Tab. 1. Bledy wzgledne migdzy okresami drgan wg wzorow 1-(15), 2-(21) i 3-(25) a 4-MES
Tab. 1. Relative errors between the natural periods by equations 1-(15), 2-(21), 3-(25) and 4-MES

d [cm] 0 2,5 5 7,5 10 [ 125 15 | 175 ] 20
n[] o 8 4 | 2,67 2 1,6 | 1,33 | 1,14 1

4| T[s]]0,1002]0,1284|0,1524 | 0,1734 | 0,1919 | 0,2088 | 0,2243 | 0,2388 | 0,2524
T[s] | 0,0966 | 0,1227 | 0,1477 | 0,1696 | 0,1889 | 0,2063 | 0,2222 | 0,2370 | 0,2508
5[%]| 3,59 | 442 | 3,11 [ 222 | 1,56 | 1,20 | 0,93 | 0,77 | 0,63
T[s] [0,1009 | 0,1272 | 0,1509 | 0,1716 | 0,1902 | 0,2070 | 0,2226 | 0,2371 | 0,2508
5[%]] 0,73 | 0,92 | 0,99 | 1,02 | 0,90 | 0,84 | 0,75 | 0,70 | 0,63
T[s] [0,0893 10,1273 | 0,1519 ] 0,1726 | 0,1909 | 0,2076 | 0,2229 | 0,2373 | 0,2508
5[%]| 10,84 | 0,83 | 0,30 | 044 | 0,50 | 0,59 | 0,61 | 0,64 | 0,63
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Rys. 3. Poréwnanie okreséw drgan obliczonych: 1— wedtug wzoru (15), 2— wedhug (21), 3— we-
diug (25), 4 — MES (ANSYYS)

Fig. 3. Comparison of natural periods calculated: 1— by equation (15), 2— by eq. (21), 3— by
eq.(25), 4- using FEM (ANSYS)

Trzy krzywe majg bardzo zblizony do siebie ksztalt i odpowiadajg wyni-
kom obliczen MES, wykonanym w programie ANSYS (uzyto elementéow Solid
45 a dla stozka Tetraedr 45). Dla stupow w ksztalcie Scigtego stozka o zbiezno-
$ci $cianek bocznych od n=1 do n=8 najblizsze wynikom MES jest rozwigzanie
wedhug wzoru (15). Dla stupa w ksztalcie stozka i przy zbiezno$ci n powyzej 16
doktadniejszy jest wzor (21).

4. Mozliwos$¢ rozszerzenia wynikow na inne przekroje pretow

Poniewaz schemat wyprowadzenia jest analogiczny, wzory (15) i (21) mo-
g3 by¢ — przy niewielkiej modyfikacji — wykorzystane do wyznaczenia okresow
drgan slupow w ksztalcie ostrostupa $cictego prawidtowego. Zamiast $rednic D
i d trzeba wstawi¢ dlugosci bokow odpowiedniej figury podstawy i wierzchot-
ka, a okres dla $cigtego stozka przemnozy¢ przez pierwiastek z ilorazu odpo-
wiednich wyrazen na pola i momenty bezwtadno$ci. Na przyktad dla ostrostupa
czworokatnego i sze$ciokgtnego otrzymamy odpowiednio wzory

X ﬁ (29)

— bok - stoz.sc. 2

0,3 (30)

T

= X
6 — bok Tstoé.sc.
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Wzory (15) i (21) moga by¢ tez zastosowane dla szczegolnego przypadku
rury stozkowej, gdy tworzace stozka zewngtrznego i wewngtrznego (otworu)
przecinaja si¢ w jednym punkcie na osi stozka [3]. Oznaczajgc przez o iloraz
srednicy wewngtrznej i zewngtrznej otrzymamy wzor na okres drgan

1
TL =1/ - Tsloi.sc. X 2 (3 1)
l+a

Natomiast wyprowadzajac wzor analogiczny do (15) dla stupa w ksztalcie
wspotosiowo wydrgzonego $cigtego stozka otrzymuje si¢ wyrazenia catkowe
wymagajace obliczen numerycznych [3].

5. Whnioski

Wzory na pierwsza czgstos¢ drgan wilasnych shupdéw wspornikowych
w ksztalcie $cigtego stozka wyprowadzone metoda Rayleigh’a przy zalozeniu,
ze o$ stupa wychylonego podczas drgan ma ksztalt ugiecia statycznego pod
obcigzeniem ciaglym wykazujg wysoka zgodno$¢ z rozwigzaniem MES. Sg tez
zgodne z wynikami z pracy [1]. Krzywe na rysunku 3 praktycznie si¢ nie
roznig, dlatego do obliczen wystarczy stosowaé wzér (21) lub troche mniej
doktadny dla stupéw o ksztattach bardzo zblizonych do stozka wzér (15).
Przyjecie ksztaltu osi wychylonej podczas drgan w postaci funkcji ugiecia
statycznego pod obcigzeniem cigglym proporcjonalnym do masy stupa (wzor
25) nie daje wynikow blizszych rozwigzaniu MES od pozostatych wzordw.

Uzyskane wzory (15) i (21) sg do celow praktycznych wystarczajgco
doktadne, a jednocze$nie tak proste, ze do obliczen wystarczy kalkulator.

Istnieje mozliwos¢ wykorzystania otrzymanych wzoréw dla ostrostupow
scigtych prawidtowych i szczegdlnego przypadku rury stozkowej. W ogdlnym
przypadku rury stozkowej zastosowanie podanej metody napotyka jednak
na znaczne trudnos$ci obliczeniowe.
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APPLICATION OF RAYLEIGH’S METHOD TO CALCULATION
OF THE FIRST NATURAL FREQUENCY OF CANTILEVER
COLUMNS WITH VARIABLE CROSS-SECTION

Summary

Formulas for the frequency (or period) in the first mode of natural transverse vibration
of homogenous and elastic columns with clamped bottom and free head were derived
by Rayleigh’s method. The columns are shaped as truncated-cones with different inclination
of lateral faces, from cylinder to cone. The deflection line of a column axis during the vibration
in the form of the bending line of uniformly loaded columns was assumed. Three forms of linear
variable continuous loads were included. Resulting periods were compared with those obtained
using FEM (program ANSYS) and a good exactitude of results was observed. Possibilities
of amplification of obtained equations for cantilever columns in form of truncated regular
pyramids and hollow cone (tube shaped like a cone) were discussed.

Keywords: steel column, bending line, first natural frequency

Przestano do redakcji:30.05.2015
Przyjeto do druku:1.12.2015

DOI: 10.7862/rb.2015.149



