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ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA WLASNEGO
DLA NIEPRYZMATYCZNEGO LUKU
KOLOWEGO Z WYKORZYSTANIEM
SZEREGOW CZEBYSZEWA

Przedmiotem analizy jest zagadnienie wiasne luku kotowego o zmiennym przekro-
ju, opisane wedtug teorii Bernoulliego-Eulera. Problem jest rozwiazywany z wy-
korzystaniem metody aproksymacyjnej, w ktorej do aproksymacji wykorzystuje
si¢ szeregi wielomianow Czebyszewa I rodzaju. Zastosowana w pracy metoda jest
oparta na ogélnym twierdzeniu opisujacym zwiazki rekurencyjne dla réwnan roz-
niczkowych o zmiennych wspoétczynnikach. Metoda ta prowadzi do wyznaczenia
nieskonczonego uktadu rownan algebraicznych, ktérego wspotczynniki sa okreslo-
ne zamknigtymi formutami analitycznymi. Formuty te w sposob jawny zaleza od
wyrazow szeregow, w ktore rozwinigto zmienne wspotczynniki wyjsciowych row-
nan rézniczkowych. Otrzymana w ten sposob ogélna posta¢ rownan algebraicz-
nych pozwala na rozwiazanie analizowanego zagadnienia dla dowolnych geome-
trycznych parametrow tuku, takich jak: krzywizna, zmienne pole i zmienny mo-
ment bezwladnosci przekroju czy gestos¢ tuku. Do analitycznych formut opisuja-
cych wspoétczynniki uktadu rownan algebraicznych wystarczy bowiem podstawié
wspotczynniki szeregéw opisujacych parametry materialowe i geometryczne tuku.
W celu weryfikacji poprawnosci oraz skutecznosci otrzymanego algorytmu uzy-
skane prezentowana w pracy metoda czestosci i formy wiasne porownano z wyni-
kami uzyskanymi metoda elementéw skonczonych. Obliczenia wykonano progra-
mem Cosmos/M, stosujac do aproksymacji elementy belkowe 3D o liniowo
zmiennym przekroju. W celu oceny roéznicy migdzy formami wlasnymi wyznaczo-
no dla nich standardowy indeks MAC (Modal Assurance Criterion). Otrzymane
rezultaty potwierdzity poprawno$¢ oraz skutecznos¢ omawianej w pracy metody.
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1. Wprowadzenie

Zagadnienie drgan tukéw jest istotne ze wzgledu na zastosowanie tych
uktadow w budownictwie i mechanice. Rozwigzanie tego problemu znacznie sig
komplikuje, gdy tuk jest niepryzmatyczny.

Zagadnienie drgan swobodnych tukéw byto analizowane m.in. w pracach
Chidamparam i Leiss [1] oraz Lee i in. [2]. W publikacji [1] problem rozwiazano
analitycznie z uwzglednieniem i pominigciem odksztatcalnosci osiowej. W pra-
cy Lee i in. [2] fundamentalne rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych wy-
znaczono metoda szeregdw potggowych. Problem drgan swobodnych tukéw
0 zmiennym przekroju rozwiazali r6znymi metodami m.in. Huang i in. [3], Ka-
wakami i in. [4], Liu i Wu [5], Shin i in. [6], Tong i in. [7]. Huang i in. [3] do
analizy tuku o dowolnej krzywiznie i dowolnym przekroju zastosowali metode
Frobeniusa. Ta sama metoda zostata wykorzystana w pracy Huang i in. [8] do
rozwiazania problemu drgan swobodnych i statecznos$ci. Kawakami i in. [4]
rozwiazali zagadnienie wlasne, stosujac dyskretna funkcj¢ Greena. Liu i Wu [5]
do analizy zagadnienia wlasnego zastosowali uogolniong zasad¢ kwadratur roz-
nicowych, przyjmujac zatozenie o braku odksztatcalnosci osiowej. Metoda
transformacji réznicowych oraz uogélniona metoda kwadratur roéznicowych
zostaty zastosowane przez Shin i in. [6]. W pracy [7] wyprowadzono rozwiaza-
nie analityczne tuku pryzmatycznego, a nast¢pnie zastosowano je do rozwiaza-
nia tuku o skokowo zmiennym przekroju. Nieh i in. [9] metoda szeregdéw pote-
gowych rozwiazali zagadnienia drgan swobodnych oraz statecznosci pryzma-
tycznego tuku eliptycznego. W wielu pracach do analizy drgan zastosowano
metodg elementéw skonczonych, np. w pracach Krishnana i in. [10], Yanga i in.
[11], Oztiirki i in. [12].

Analizowany w niniejszej pracy problem rozwigzano metoda zastosowana
we wczesniejszych pracach autora do rozwiazania zagadnien drgan wilasnych
belek Eulera [13] i Timoshenki [14] oraz drgan wymuszonych obciazeniem ru-
chomym dZzwigara zakrzywionego w planie [15]. Metoda ta jest oparta na twier-
dzeniu opisujacym przyblizony Sposob rozwiazywania rownan rézniczkowych
zwyczajnych, przedstawiony w monografii Paszkowskiego [16], i wykorzystuje
ona do aproksymacji rozwiazan szeregi Czebyszewa. W Klasycznej metodzie
Wwyznaczania rozwiazan w postaci szeregow porownuje si¢ wprost wspotczynni-
ki rozwini¢¢ obu stron analizowanych rownan. Przedstawiona w pracy metoda
wykorzystuje natomiast zwiazki rekurencyjne miedzy tymi wspotczynnikami, CO
stanowi oryginalne podejscie do analizowanego zagadnienia.

Opisane twierdzenie, ze wzgledu na swoj ogolny charakter, nie daje osta-
tecznych rozwiazan lub réwnan wprost prowadzacych do takich rozwiazan, po-
zwala natomiast na opracowanie skutecznego algorytmu dla konkretnego co do
struktury uktadu rownan rézniczkowych. Celem niniejszej pracy jest opracowa-
nie takiego algorytmu dla rownan opisujacych zagadnienie drgan niepryzma-
tycznych tukow kotowych. Nalezy podkresli¢, ze uzyskane koncowe rownania
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pozwalaja na rozwiazanie tuku kotowego 0 dowolnych parametrach geome-
trycznych i materiatowych.

W celu sprawdzenia poprawnosci wyprowadzonych wzoréw, otrzymane
w wyniku rozwigzania zagadnienia wtasnego czestosci i wektory wlasne porow-
nano z cze¢stosciami i wektorami wiasnymi wyznaczonymi metoda elementow
skonczonych.

2. Sformulowanie problemu

Przedmiotem analizy jest zagadnienie wtasne dla tuku kotowego o zmien-
nym przekroju, ktorego o$ jest krzywa ptaska lezaca w plaszczyznie Xy. Zaktada
si¢ rowniez, ze rozktad materialowych i geometrycznych parametréw dzwigara
jest symetryczny wzgledem tej ptaszczyzny. Rownania opisujace drgania tuku
W postaci bezwymiarowej maja w tym przypadku postacé:

2
_dxeA Y kP EA v+ dEA 63—‘;+o| FEA M 4pQ%u=0
05 05 0s os 05

o%v 0 ov

—El +2 KZElzj S L = BAC)

‘ot T e o8 | os

o'v _ El, &% [ &°El,
0s 0s 0s

2
—(d K2 EA+K2§—2E|Z+K4E|Z] v+d KEA Z—:+gp§22v:0
S

Sity przekrojowe sa okreslone nastgpujacymi wzorami:
e sily osiowe

2
n-N_1 dEA(a—u—KV)—EIZK a_\2/+K2V @)
P f 0s 0s
e Mmomenty gnace
2
m-M_1 El, a—\2/+1<2v ®3)
Pa f 0s

gdzie: u(s,t)=U(S,t)/a, v(s,t) =V(S,t)/a —odpowiednio bezwymiarowe prze-
mieszczenia styczne i prostopadie do osi tuku lezace w plaszczyznie
dzwigara,
s=S/a — parametr opisujacy o$ dzwigara S € <—l, 1 >
k =a/R — stala krzywizna tuku,
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p=p/p, — gestos¢ na jednostke dtugoscei,

EA = EA/EA, — sztywnos¢ osiowa,

El, =EI,/El, - sztywno$¢ gigtna oraz stale d=a’EA,/El,,

f=a’P,/El,, g=a'p,/El,; parametry p,, El,, EA,, P, sa wielko-

$ciami poroOwnawczymi.

Wielkos¢ EA to odpowiadajaca EA charakterystyka w postaci wymiarowej

itd. Wystepujacy w rownaniu (1) symbol Q okre$la wymiarowa kotowa czgstos¢
wlasna, a I, jest uogodlnionym momentem bezwladnosci przekroju. Schemat

uktadu, przyjete oznaczenie dotyczace osi lokalnego uktadu wspoétrzednych oraz
sily wewnetrzne przedstawiono narys. 1.

m
t m t
n
n S \
\Y u

Rys. 1. Schemat uktadu, lokalny uktad wspotrzednych, przemieszczenia oraz sity wewnetrzne
Fig. 1. Scheme of the system, local coordinate system, displacements and internal forces

3. Rozwiazanie

Do rozwiazania uktadu (1) zastosowano przedstawione w monografii [16]
twierdzenie (patrz [16]) opisujace metodg rozwigzywania réwnan rézniczko-
wych 0 zmiennych wspoétczynnikach. Nawiazujac do oznaczen cytowanego
twierdzenia, uktad rownan (1) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci macierzo-
wej:

i P.(s) f“™(s) + Q*R(s)f(s) =0 @)
n=0

W przypadku uktadu réwnan rézniczkowych czwartego rzedu z cytowanego
twierdzenia wynika, ze wspotczynniki rozwinigcia poszukiwanego wektora f
spetniaja nastepujacy nieskonczony uktad rownan:
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S 8K —9)(K? —4)(K* 1) K a,[Qo] +[Qo]
1=0

+ 4K = 9)(K* —4)(k* ~1) 2,4 [Q]+au[Qu] - a.a[Q1] - 2y.[Q1]

+ 2(k2 = 9)(k* ~4) (k+1) a1 o[Ql+ a1 [Qp] —2k 8, [Q;]+a,,[Q,]

+ (K=1) a,,,[Q.]1+ay.1..[Q]

+(k*=9) (k+D(k+2) a5[Qal+a5[Qa] ~3(k-1)(k+2) ay4[Qal+ay,4[Qs]
+3(k+D(k=2) a1a[Qal+axualQs] —(k=D(k=2) ay.5[Qs]+81:5[Qs]

+% (k+D(k+2)(k+3) ay14[Qu]+a,1s[Q] —4(k+3)(K* ~4) a,,[Qu]+24,1,[Qu]
+6k(k*~9) & [Qq]+ay,[Qu] —4(k=3)(k*~4) &, 1,,[Qu]+a).,2[Qs]
+(k=1)(k=2)(k=3) a1,a[Qal+2y1.a[Qa]  2ilf]

+ QZ% (k+1)(k+2)(k+3)  a,__4[S1+ay, 4[] —4(k+3)(k*—4) a,_,[S]+a,,[S]
+ BK(K* ~9) a [Sy]+a,,[S] —4(k—3)(K* —4) a,,,,[S]+ay,,[S]

+ (K=1)(k=2)(k—3) a1,a[S1+ac.,a[S] & [f] = 0

k=0,12 3, ..
(®)

gdzie funkcje macierzowe Q, i S sa okre$lone wzorami:

Qo =Py, Q=-4RY+P, Q,=6P? -3R" +P,
Q,=—4P®+3P@ 2P +P, Q,=PW -P® +P,P PO P, S=R
(6)

a symbol sumy definiuje nastgpujaca operacje Z'a| =1/2a,+a,+a, + ...

1=0
W przypadku analizowanego zagadnienia a,[f] = u, v, T gdzie u,, v, sa po-
szukiwanymi wspotczynnikami rozwinie¢ funkcji przemieszczen u(s) i v(s)
w szeregi Czebyszewa:

1 =Y uTE), ve=> VT @)
1=0

)
1=0

a T,(s) jest I-tym wielomianem Czebyszewa | rodzaju.
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Wystegpujace w réwnaniu (5) funkcje Qn i S wyznaczone na podstawie
zalezno$ci (6) przyjmuja postac:

[0 0 0 0
=] —El, | Q= 2 El, @

[d EA 0 d EAY  _dxEA
Q2= 0 - El, @-2¢%I,] | dkEA  2k? EI, ©
Q __ 0 0 B gp 0

T |-dxEA®  —dk’EA-«* El, @-x'EI,|" T [ 0 gp

(8)

Po podstawieniu wspotczynnikow rozwini¢¢ w szeregi Czebyszewa funkcji
Qm i S do réwnania (5) otrzymano nastepujacy uklad rownan roézniczkowych
zwyczajnych:

2 |k (ki) k(1) |y, sz' by, (k. 1) 0 Ui
& {kﬂ(k,l) kzz(k,l)Mv.}+ .Z{ 0 bzz(k,l)Hv.}
=0, k=012,3,.. )

Na tym etapie rozwiazania elementy K;;(k,1), i,j=12 rownania (9) zawieraja
wspodtczynniki rozwinigeia funkcji El,, EA, jak rowniez wspotczynniki rozwi-
nig¢ ich pochodnych. W celu eliminacji wspotczynnikow rozwinigé pochodnych
wykonano przeksztalcenia elementow k;;(k,lI) z wykorzystaniem wzoru [16]

f=(f4 -fD)/21, 120, gdzie f, =a,[f], a fP =a,["f/ox"]. Po tych prze-
ksztatceniach wspotczynniki ki;(k,I) rownania (9) przyjmuja ostatecznie po-
stac:
Ky (k) =2d (K2 ~9)1 (K+1)(k+2) a1, 8y,

—2(K* - 4) a, —ag, +(k-1)(k=-2) a1, ~ay,,, (10)

Ky, (K, 1) = —2dk (k* —9)
(k+D)(k+2) a, gta s —3(k-D(k+2) a1 +a,,,
+ 3(k +1)(k - 2) a k—|+l+ a k+1+1 +(k _1)(k - 2) ak—I+3 + ak+|+3 (11)
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Ky (kD) =dx | (K+D)(k+2)(k+3) @) 58,5 —3(k+2)(K*=9) a, 1 -2,
+3(k=2)(K*=9) a\ =2y +(K-D(k=2)(K-3) 8y 1,3 ~8y11s
(12)

K,, (k1) = —81 (K —9)(K? —4)[(k—1)(| +1) e, —2IZ (K+2j—1)eppy, +(K+1)(1 +1) ek+,]
=0
—2k? (k+D)(k+2)(k+3) K(k=5)+6+1(1-1) e, ,+ k(k-5)+6+I(1+1) e,,, -
~2(k-2)(k—-3)(k(k+2)(k+3)+6l +1(k +5)e , ,
—2(k+2)(k+3)(k(k-2)(k—3)— 6l +12(k—5)e ,.,
+(k=1)(k-2)(k-3) k(k+5)+6+I(1+1) e, , ,+ k(K+5)+6+1(1-1) e, —

|
~1201' Y (K+2j-1)eyp

0
_%d K2 (K+D)(k+2)(k+3) a2y —4K+3(K—4) a, ,+a,,
+6k(K*=9) a, ta,, —4k=3)(K*-4) a, ,+a .

+(K-D)(k-2)(k=3) a,_ j.4+8 i

_%KA (k+D)(k+2)(k+3) e 4te s —Ak+)(K -4) e, te,,,

+6k(k*-9) e, te, —4Kk-3)(K =4) et
+(k-1)(k=2)(k—=3) € 1,481 (13)

Pozostate wspotczynniki réwnania (9) wyrazaja si¢ wzorami:

by (K1) =y (k1) =

=29 (k+)(k+2)(K+3) piig +Pie —4K* =4)(K+3) (K> =4) Py + Py
+6k(K?=9) pyy+piy —4(K =4)(K=3)(K* =4) Py s +Prirsz
+(k-D(k=2)(k=3) Py_is +Prcris (14)

Wystepujace we wzorach (10)-(14) wspotezynniki sqa wspotczynnikami rozwi-
ni¢¢ w szeregi Czebyszewa nastgpujacych funkcji: e, =a,[El,], a, =a,[EA],

pr=a[p]-
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Pierwsze osiem rownan uktadu (9) (gdy k = 0, 1, 2, 3) jest spetnionych toz-
samo$ciowo. ROwnania te zastepuje si¢ sze§cioma roéwnaniami opisujacymi
warunki brzegowe. W formutowaniu tych warunkow korzysta si¢ z nastepuja-
cych wzoréw pozwalajacych na obliczenie wartosci wielomianéw Czebyszewa
w punktach s =1 [16]:

T.W=1 T"@®=n’ T"ED)=(-D""T™Q) (15)

Uktad rownan (9) po uwzglednieniu warunkéw brzegowych, ograniczeniu go do
skonczonego uktadu N = 2(m + 1) réwnan oraz po zmianie kolejnosci wyrazow
ostatecznie przyjmuje postac:

Kg+gQ?Bg=0 (16)

T

gdzie g=[u v]T,a u=[uy,u;,Uy,..,u, 1", V=[Vy,V;,Vs, .., V. ]

4. Przyklad numeryczny

Przedstawiony algorytm zastosowano do rozwiazania zagadnienia wiasnego
dla niepryzmatycznego tuku kotowego. Kat rozwarcia tuku wynosi 2¢, = 2/3m.

Konce tuku sa utwierdzone. W tym przypadku réwnania opisujace warunki
brzegowe na koncach dzwigara przyjmuja postac:

U =3 (-1'u, =0, i@ =3 "u=0
1=0 1=0
V(D=3 (-1'v,=0, v =3 v =0 (17)
1=0 1=0
ov (-1 oy ov(l o
%w(—l):—; (-1)'12v, =0, %+u(l):§ 12v,=0

Zagadnienie rozwiazano w postaci bezwymiarowej, przyjmujac, ze prze-
kroj belki jest prostokatem o stalej szerokosci b i zmiennej wysokosci
h(S)=2c(S/a)* +c, gdzie c/b=2/3, a Se(-a,a). Pozostale parametry to:
po =p(0), El, = EI(0). Do aproksymacji kazdego z przemieszczen wykorzysta-
no 40 wyrazow szeregu. W celu weryfikacji poprawnos$ci otrzymanego algoryt-
mu uzyskane czesto$ci i wektory wiasne poréwnano z czestosciami i wektorami
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otrzymanymi metoda elementéw skonczonych. Do obliczen wykorzystano pro-
gram komputerowy Cosmos/M. W modelu MES zastosowano podzial na 40
elementow belkowych typu 3D o 12 stopniach swobody i liniowo zmiennym
przekroju, a funkcje ksztattu opisujace przemieszczenia wewnatrz elementu sa
wielomianami pierwszego i trzeciego stopnia. Warto$ci pierwszych szesciu cz¢-
stosci wlasnych uzyskane tymi metodami przedstawiono w tab. 1. Wykresy wy-
znaczonych za pomocg obu metod form wlasnych pokazano na rys. 2.

Tabela 1. Bezwymiarowe czgstosci whasne o =Q a®, fpo JEl,

Table 1. Non-dimensional vibration frequencies o =Q aZA/pO/EI 0

0 MES Niniejsza praca Blad wzgledny [%6]
®; 26,30 26,33 0,11
W, 46,60 46,90 0,64
W3 78,67 78,89 0,28
Wy 112,44 114,71 2,02
s 160,51 161,45 0,59
We 218,50 212,44 2,77

Aby oceni¢ btad migdzy formami wlasnymi wyznaczonymi dwoma sposo-
bami, dla pierwszych sze$ciu form obliczono standardowy indeks MAC (Modal
Assurance Criterion). Zastosowany indeks jest okreslony wzorem:

lw 2 Iw Iw
MAC[iij]:(ZVViijkj /(Z\Nik\NikJEZijijJ (18)
k=L k=1 k=1

gdzie wj okresla przemieszczenie k-tego wezta modelu MES w j-tej formie,
Wi, to przemieszczenie punktu odpowiadajacego k-temu weztowi w i-tej formie,
wyznaczonej opisana w pracy metoda, lw = 41 jest liczba weztow w modelu
MES. Wartosci tego indeksu zawieraja si¢ w przedziale [0, 1]. Wartos¢ 1 indeks
przyjmuje przy petnej zgodnos$ci form, a warto$¢ 0 przy catkowitym jej braku
(wektory sa wtedy do siebie ortogonalne). Otrzymane wyniki przedstawiono
w tab. 2.
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Rys. 2. Wykresy form wilasnych; formy wyznaczone: metoda MES e—e—e—e  metoda przed-
stawiona w pracy

Fig. 2. Diagrams of eigenforms, forms designated by FEM e—e—e—e , by method presented in
paper
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Tabela 2. Standardowy indeks MACI], i]
Table 2. Standard MAC index MACIi, i]

fcl)\:,l;n Skladowe przemieszczen

i % u

1 0,999998 0,999993
2 0,999087 0,999846
3 0,999968 0,999429
4 0,974970 0,996564
5 0,999760 0,989556
6 0,894394 0,988412

5. Whnioski

Analiza uzyskanych w tab. 1. wynikéw pokazuje duza zgodno$¢ otrzyma-
nych czgstosci wlasnych z rezultatami uzyskanymi z wykorzystaniem MES.
W przypadku pierwszych szesciu czesto$ci btad wzgledny przyjmuje wartosci
z przedziatu 0,11-2,77%. Dobra zgodnos¢ jest tez widoczna migdzy wektorami
wlasnymi. Wigkszos¢ z pokazanych na rys. 2., wyznaczonych dwoma metoda-
mi, wektorow wilasnych nie mozna rozrézni¢. Réznice sa widoczne tylko dla
form 4 i 6. Jakos¢ tej zgodno$ci potwierdzaja przedstawione w tab. 2. wartosci
standardowego indeksu MAC. Wigkszo$¢ z nich jest praktycznie rowna 1. Uzy-
skane wyniki potwierdzajg zatem poprawnos¢ i skutecznos$¢ prezentowanej me-
tody.

Nalezy tez podkresli¢, ze koncowa posta¢ uktadu rownan (9) (ze wspot-
czynnikami okre$lonymi wzorami (10)-(14)) pozwala na bezposrednia analizg
zagadnienia wilasnego tuku kotowego 0 dowolnych, innych niz przyjete w ni-
niejszej pracy, parametrach El,, EA, p. W tym celu do wzorow (10)-(14) wy-

starczy wstawi¢ odpowiednie wartosci wspotczynnikow rozwinig¢ w szeregi
Czebyszewa nowych funkcji El,, EA, p.
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EIGENPROBLEM OFNONPRISMATIC CIRCULAR ARCH SOLUTION
USING CHEBYSHEV SERIES

Summary

The subject of analysis is eigenproblem of circular arch with variable cross-sections, de-
scribed by the Bernoulli-Euler theory. The problem is solved using approximation method, in
which Chebyshev polynomials of first kind series are used. Method used in paper is based on
general theorem describing recursive relationships for differential equations with variable coeffi-
cients. This method leads to the designation of an infinite system of algebraic equations, coeffi-
cients of which are defined by closed analytical formulas. These formulas depend explicitly on



Rozwiazanie zagadnienia wtasnego ... 173

terms of the series, which are expansions of the variable coefficients of output differential equa-
tions. Thus obtained the general form of algebraic equations allows one to solve analysed problem
for any geometrical arch parameters such as: curvature, variable cross-section area and moment of
inertia, or arch density. It is enough to substitute coefficients of the series describing material and
geometrical parameters to analytical formulas describing coefficients of the system of algebraic
equations. In order to verify the effectiveness and correctness of obtained algorithm natural fre-
quencies and eigenforms received from presented method were compared to the results obtained
with the finite element method. Calculations were made in Cosmos/M program using 3D beam
elements with linearly variable cross-section for approximation. In order to evaluate differences
between eigenforms the standard MAC (Modal Assurance Criterion) index was designated. The
obtained results confirmed effectiveness and correctness of the method presented in paper.
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