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WYZNACZANIE SKALARNYCH PARAMETRÓW 
PRZEPŁYWU LAMINARNEGO W PRZEWODACH 
PROSTOOSIOWYCH O PRZEKROJU WIELOK ĄTA 
FOREMNEGO 

W wielu zagadnieniach inŜynierii środowiska i budownictwa są stosowane prze-
wody prostoosiowe o przekroju wielokąta foremnego, np. w wymiennikach płasz-
czowo-rurowych o róŜnych kształtach przekrojów rurek. Głównym parametrem 
opisującym przekroje wielokąta foremnego jest liczba boków lub wymiar kąta 
tworzącego wielokąt foremny. Podstawowymi wielkościami fizycznymi, które 
opisują izotermiczne przepływy w przewodach prostoliniowych, to średnia pręd-
kość w przewodzie oraz napręŜenia styczne na ściance przewodu. Głównymi wiel-
kościami bezwymiarowymi opisującymi te przepływy są liczba Reynoldsa, współ-
czynnik tarcia, liczba Poiseuille’a, współczynnik Coriolisa i współczynnik Boussi-
nesqa. W literaturze współczynnik tarcia jest określany jako współczynnik Niku-
radsego. Liczba Poiseuille’a jest to rezultat współczynnika tarcia i liczby Reynold-
sa. Współczynnik Coriolisa określa stosunek rzeczywistego strumienia energii ki-
netycznej do strumienia obliczonego z prędkości średniej, natomiast współczynnik 
Boussinesqa koryguje pęd. W pracy wyznaczono zaleŜności liczby Poiseuille’a, 
współczynnika Coriolisa i współczynnika Boussinesqa przy przepływie laminar-
nym w przewodach o przekroju wielokąta foremnego całkowicie wypełnionych 
płynem w zaleŜności od liczby boków tworzących przekrój przewodu foremnego. 
Liczbę Poiseuille’a przybliŜono funkcją wymierną, natomiast współczynnik Corio-
lisa i współczynnik Boussinesqa – funkcją potęgową. Symulacje wyznaczania pól 
prędkości przeprowadzono za pomocą autorskiego programu komputerowego na-
pisanego w języku Fortran, w którym zastosowano metodę elementów brzegowych 
(MEB). MEB nie wymaga budowy pracochłonnych i przestrzennych siatek jak to 
ma miejsce w klasycznych metodach obszarowych. Rezultaty obliczeń MEB zosta-
ły porównane ze znanymi wynikami obliczeń w literaturze. 

Słowa kluczowe: przewody prostoosiowe foremne, liczba Poiseuille’a, współ-
czynnik Coriolisa, współczynnik Boussinesqa, MEB, obliczenia hydrauliczne 
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n = ∞ n = 4 n = 5 n = 6 

1. Wprowadzenie 

 W licznych zagadnieniach przepływowych związanych z inŜynierią środo-
wiska i budownictwem są wykorzystywane przewody prostoosiowe o przekroju 
wielokąta foremnego [4, 10]. Przykładem zastosowania przewodów prostoosio-
wych są wymienniki płaszczowo-rurowe o róŜnych przekrojach rurek [11, 21]. 
Obecnie szczególnie rozwijane są mikrowymienniki zbudowane z prostolinio-
wych przewodów o róŜnych kształtach przekrojów poprzecznych [9, 13]. Wie-
lokąty foremne mają równe wszystkie kąty wewnętrzne i wszystkie boki równej 
długości, dlatego teŜ podstawowym parametrem geometrycznym przewodów 
foremnych jest wymiar kąta wewnętrznego lub liczba boków n. Na rysunku 1. 
przedstawiono przykładowe przekroje przewodów o przekroju wielokąta forem-
nego. Podstawowymi wielkościami skalarnymi opisującymi izotermiczne prze-
pływy laminarne są: liczba Poiseuille’a, współczynnik Coriolisa i współczynnik 
Boussinesqa. Wielkości te dla przewodów o przekrojach róŜnych od kołowego 
moŜna wyznaczyć eksperymentalnie lub numerycznie. 
 
 
 
 
 
 

Rys. 1. Przykładowe przekroje przewodów prostoosiowych o przekroju wielokąta foremnego  
w zaleŜności od liczby boków n: a) trójkąt równoboczny, b) kwadrat, c) pięciokąt foremny,  
d) sześciokąt foremny, e) okrąg 

Fig. 1. Regular polygons with different number of sides n: a) equilateral triangle, b) square,  
c) pentagon, d) hexagon, e) circle 

 Liczba Poiseuille’a jako iloczyn współczynnika tarcia i liczby Reynoldsa 
jest opisana następującym wzorem [20]: 

Re
Po

4
λ=  (1) 

gdzie: Re – liczba Reynoldsa, 
  λ – współczynnik Nikuradsego. 
 

 Współczynnik tarcia jest wyznaczany ze wzoru [20]: 

2

8
= w

srv

τλ
ρ

 (2) 

gdzie: τw  – napręŜenie styczne na ściance przewodu prostoosiowego, 
  vsr – średnia prędkość w przewodzie. 

n = 3 

a) b) c) d) e) 
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 Liczba Reynoldsa jest opisana następującym wzorem: 

v
Re sr hDρ

µ
=  (3) 

4
h

A
D

L
=  (4) 

gdzie: Dh  – średnica hydrauliczna, 
  A  – pole przekroju przewodu, 
  L  – obwód przekroju porzecznego przewodu, 
  µ  – współczynnik lepkości dynamicznej, 
  ρ  – gęstość płynu. 
 

 Liczba Poiseuille’a moŜe być opisana zaleŜnością [19]: 

2
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D
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gdzie dp/dz jest gradientem ciśnienia w przewodzie. 
 

 Współczynnik Coriolisa wyznacza się ze wzoru [6]: 

3

3
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A
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v dA

Av
α =

∫
 (6) 

 Współczynnik Boussineqa korygujący pęd w obliczeniach hydraulicznych 
wyraŜa wzór [4]: 

2

2

z
A

sr

v dA

Av
β =
∫

 (7) 

 Do wyznaczenia prędkości średniej w przewodzie prostoliniowym niezbęd-
na jest znajomość pola prędkości. Ustalony przepływ laminarny w przewo- 
dach prostoosiowych moŜna opisać modelem przepływu jednokierunkowego  
(vx = 0, vy = 0) [1] (rys. 2.): 
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gdzie: 

1 dp
G

dzµ
= −  (8b) 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Rys. 2. Szkic do analizy zagadnienia brzegowego 
w obszarze płaskim – laminarny przepływ przez 
przewód prostoliniowy 

Fig. 2. Sketch to consideration of boundary 
conditions in fully developed arbitrary duct flow 

 Po wykonaniu dekompozycji prędkości vz na składową prędkości przepły-
wu niezakłóconego V∞  i składową prędkości przepływu wzbudzonego vw ścian-
kami przewodu równanie (8a) zredukuje się do równania Laplace’a [2, 12, 17]: 

2 2

2 2
w wv v

G
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (9) 

Zakładając, Ŝe prędkość na ściance przewodu jest równa zeru, to warunek brze-
gowy na obwodzie L został opisany następującą zaleŜnością: 

( ) ;wv q v q L∞= − ∈  (10) 

W przyjętym algorytmie MEB równanie Laplace’a (9) jest rozwiązywane z wa-
runkiem brzegowym (10). Następnie po wyznaczeniu prędkości przepływu 
wzbudzonego vw pole prędkości vz jest obliczane z zaleŜności: 

z wv v v∞= +  (11a) 

gdzie 

2 21
( )

4 q q
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dzµ∞ = − +  (11b) 
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 Przykład zastosowania algorytmu MEB do wyznaczania współczynnika 
Coriolisa w przewodach prostoosiowych o przekroju prostokąta znajduje się  
w pracy [15], przykład współczynnika Boussineqa w przewodach prostokątnych 
– w pracy [16]. 

2. Algorytm metody elementów brzegowych wyznaczania pól  
    prędkości w przewodach prostoosiowych przepływu  
    laminarnego niezaleŜnie od kształtu przekroju przewodu 

 Rozwiązaniem równania róŜniczkowego (9) jest następujące równanie cał-
kowe [2, 12, 17]: 
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nx oraz ny są to wersory normalnej do brzegu (L).  
 Po wyznaczeniu ( ) /wv n∂ ∂q  napręŜenia styczne na brzegu L określa się  
z zaleŜności: 
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 Prędkość vz w dowolnym punkcie przekroju przewodu (A) wyznacza się ze 
związku całkowego: 
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Objętościowy strumień przepływu hydraulicznego przez przewód o przekroju 
poprzecznym (A) całkowicie wypełniony cieczą jest równy: 

(A)

( ) AzQ v d= ∫∫ q  (15) 

Całki (12b), (12c) zostały rozwiązane numerycznie metodą kwadratur Gaussa 
[7] dla sześciu kwadratur Gaussa. 

3. Wyznaczenie skalarnych parametrów opisujących przepływy  
    laminarne w przewodach prostoosiowych o przekroju  
    wielokąta foremnego  

 Wykonano szereg symulacji MEB w przewodach prostoosiowych o prze-
kroju wielokąta foremnego dla zadanej liczby boków od 3 do 30 oraz dla prze-
wodu okrągłego. W pierwszej kolejności wyznaczono pola prędkości, a następ-
nie na podstawie przyjętych siatek – wskaźniki opisujące przepływy laminarne 
w przewodach prostoosiowych. W celu wykonania dokładnych obliczeń na 
brzegu załoŜono 5000 elementów oraz siatkę 500 x 500. Weryfikując wyniki 
obliczeń, porównano je z rozwiązaniami znanymi w literaturze [5, 8, 14]. Błąd 
wyznaczonych wielkości (Po, α, β) obliczono ze wzoru: 

T MEB
MEB

T

100%
f f

f
f

δ −= ⋅  (16) 

gdzie: fT – wielkości cytowane z literatury [5, 8, 14], 
  fMEB – wielkości wyznaczone metodą elementów brzegowych. 
 

 Rezultatem symulacji komputerowych są wzory określające wielkości ska-
larne opisujące przepływy laminarne w przewodach prostoosiowych w zaleŜno-
ści od liczby boków wielokąta foremnego tworzącego przekrój przewodu pro-
stoosiowego. Po wykonaniu aproksymacji wyników liczby Poiseuille’a dla róŜ-
nych wielokątów otrzymano następującą zaleŜność liczby Po od liczby boków n 
wielokąta foremnego: 

2 3

0,910 35,894 43,788
(n) =16,000Po f

n n n
= − − +  (17) 

W podobny sposób wyznaczono zaleŜność współczynnika Coriolisa od liczby 
boków: 

2.718

1
( ) 2,000

0,1485
f n

n
α = = +  (18) 
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Współczynnik Boussinesqa jest opisany zaleŜnością: 

2 718

1
( ) 1,333

0,5220 .
f n

n
β = = +  (19) 

 W tabeli 1. przedstawiono rezultaty obliczeń liczby Poiseuille’a ze wzoru 
(17) oraz porównano je ze znanymi rozwiązaniami [5]. Porównanie graficzne 
wyników wzoru (17) przedstawia rys. 3a. Maksymalny błąd liczby Poiseuille’a 
w stosunku do znanych rozwiązań wyniósł 0,3%. W tabeli 1. zaprezentowano 
równieŜ rezultaty obliczeń współczynnika Coriolisa (18) i Boussinesqa (19), 
które równieŜ porównano z danymi [8, 14]. Rysunek 3b przedstawia funkcje 
(18) wraz z rezultatami obliczeń współczynnika Coriolisa z pracy [8, 14]. Wzór 
(18) moŜe być uŜyty do prognozowania współczynnika Coriolisa z maksymal-
nym błędem 0,10%. Maksymalny błąd współczynnika Boussinesqa w stosunku 
do znanych wartości [8, 14] wynosi 0,10%. Na rysunku 3c przedstawiono gra-
ficzne wyniki porównania funkcji (19) z danymi [8, 14].  

Tabela 1. Liczba Poiseuille’a, współczynnik Coriolisa, współczynnik Boussinesqa w przewodach 
o przekroju wielokąta foremnego przy przepływie laminarnym – błąd rozwiązania metody elemen-
tów brzegowych 

Table 1. Poiseuille number, Coriolis coefficient, Boussinesq coefficient in fully developed regular 
polygonal duct flow – error analysis applied in boundary element method (BEM) 

n 
Po 

[Cheng] 
Po 

[MEB] 
δδδδPo    

[MEB]     

αααα    
[Shah]  
n = 3 

[Lundgren]  
n = 4    

αααα    
[MEB]     

δδδδαααα    
[MEB]     

ββββ    
[Shah]  
n = 3 

[Lundgren]  
n = 4    

ββββ    
[MEB]     

δβδβδβδβ    
[MEB]     

- - - [%] - - [%] - - [%] 

3 13,333 13,3302 0,021 2,338 2,3400 0,085 1,429 1,4300 0,071 

4 14,227 14,2133 0,096 2,1541 2,1556 0,067 1,3785 1,3776 0,069 

5 14,737 14,7325 0,030 - 2,0848 - - 1,3574 - 

6 15,054 15,0540 0,000 - 2,0517 - - 1,3480 - 

7 15,310 15,2651 0,293 - 2,0340 - - 1,3430 - 

8 15,412 15,4109 0,007 - 2,0236 - - 1,3400 - 

9 15,520 15,5158 0,027 - 2,0172 - - 1,3382 - 

10 15,600 15,5938 0,039 - 2,0129 - - 1,3370 - 

11 - 15,6535 - - 2,0099 - - 1,3361 - 

12 - 15,7002 - - 2,0079 - - 1,3355 - 

13 - 15,7375 - - 2,0063 - - 1,3351 - 

14 - 15,7678 - - 2,0052 - - 1,3348 - 

15 - 15,7928 - - 2,0043 - - 1,3345 - 

20 15,880 15,8702 0,061 - 2,0020 - - 1,3339 - 

25 - 15,9090 - - 2,0011 - - 1,3336 - 

30 - 15,9314 - - 2,0007 - - 1,3335 - 

1,E+50 16,000 16,0000 0,000 2,0000 2,0000 0,000 1,3333 1,3333 0,000 

 



258  T.J. Teleszewski 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Rys. 3. Graficzne porównanie wyprowa-
dzonych funkcji (17)-(19) z rezultatami 
badań numerycznych [5, 8, 14]: a) liczba 
Poiseuille’a, b) współczynnik Coriolisa, 
c) współczynnik Boussinesqa 

Fig. 3. Compare results (17)-(19) with 
solution [5, 8, 14]: a) Poiseuille number, 
b) Coriolis coefficient, c) Boussinesq 
coefficient 

 Na rysunku 4. wykreślono izotachy dla przewodów o przekroju: trójkąta 
równobocznego (rys. 4a), kwadratu (rys. 4b), pięciokąta foremnego (rys. 4c), 
siedmiokąta foremnego (rys. 4d), dziesięciokąta foremnego (rys. 4e) i okręgu 
(rys. 4f). Do obliczeń przyjęto przepływ glikolu etylenowego (µ = 0,021329  
Pa s, ρ = 1115,6 kg/m3, Dh = 0,01 m, Re = 100). Wszystkie obliczenia wykonano 
metodą elementów brzegowych. 

a) 

b) 

c) 
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Rys. 4. Przykładowe pola prędkości wyznaczone MEB w przewodach o przekroju wielokąta 
foremnego (glikol etylenowy, Re = 100, Dh = 0,01): a) trójkąt równoboczny, b) kwadrat,  
c) pięciokąt foremny, d) siedmiokąt foremny, e) dziesięciokąt foremny, f) okrąg 

Fig. 4. Velocity field in Flow in regular polygonal ducts duct (ethylene glycol, Re = 100,  
Dh = 0.01): BEM solution: a) equilateral triangle, b) square, c) pentagon, d) heptagon,  
e) decagon, f) circle 

f) 

b) 

c) 

a) 

d) 

e) 
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4. Wnioski 

 W pracy wyznaczono podstawowe wielkości jednoliczbowe opisujące 
przepływy laminarne w przewodach prostoosiowych o przekroju wielokąta fo-
remnego z zastosowaniem metody elementów brzegowych. W celu wykonania 
aproksymacji wyników liczby Poiseuille’a, współczynnika Coriolisa oraz 
współczynnika Boussinesqa w zaleŜności od liczby boków tworzących przekrój 
przewodu foremnego przeprowadzono szereg symulacji w zakresie od 3 do 30 
boków wielokąta foremnego oraz dla okręgu. ZaleŜność liczby Poiseuille’a od 
liczby boków n moŜna przybliŜyć funkcją wymierną, natomiast w przypadku 
współczynnika Coriolisa i współczynnika Boussinesqa z wystarczającą dokład-
nością moŜna ją wykonać, aproksymując otrzymane wyniki funkcją potęgową. 
Wraz ze wzrostem liczby boków wielokąta foremnego tworzącego przekrój 
przewodu wartość liczby Poiseuille’a rośnie i osiąga swoje maksimum równe 
16. Wzrost liczby boków wielokąta foremnego powoduje zmniejszenie wartości 
współczynnika Coriolisa i Boussinesqa do αmin = 2,0 i βmin = 1,33. Wyznaczone 
zaleŜności liczby Poiseuille’a, współczynnika Coriolisa i współczynnika Bous-
sinesqa od liczby ścianek wielokąta foremnego mogą być zastosowane równieŜ 
w mikrokanałach, gdzie przepływy są zgodne z makroprzepływami [3]. 
 Zasadniczą zaletą zastosowanej metody elementów brzegowych jest elimi-
nacja czasochłonnych przestrzennych siatek stosowanych w klasycznych meto-
dach obszarowych, takich jak metoda elementów skończonych [22] czy metoda 
objętości skończonych [18]. 
 Klasyczne metody siatkowe stosowane w symulacjach przepływowych są 
najczęściej implementowane w drogich komercyjnych programach komputero-
wych. Prezentowany algorytm MEB moŜe być stosowany w autorskich aplika-
cjach obliczeniowych zarówno do celów inŜynierskich, jak i naukowych. 
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THE SOLUTION OF DIMENSIONLESS GROUPS TO THE LAMINAR 
FLOW THROUGH STRAIGHT REGULAR POLYGONAL DUCTS  

S u m m a r y 

For the fully developed laminar flow in a regular polygonal ducts are used in a lot of 
problems in environmental engineering and civil engineering. The regular polygon is a polygon 
that is equiangular (all angles are equal in measure) and equilateral (all sides have the same 
length). Fluid average axial velocity and wall shear stress are two important physical quantities. 
The principal dimensionless group are described by a Reynolds number, friction factor, Poiseuille 
number, kinetic energy correction factor (Coriolis factor) and momentum flux correction factor 
(Boussinesq factor). The friction factor definitions is in common use in the literature Nikuradse: 
friction factor. The Poiseuille number is the product of a friction factor and the Reynolds 
number.In this paper presented the solutions of Poiseuille number, Coriolis coefficient, Boussinesq 
coefficient driven unidirectional laminar flow in regular polygonal ducts using the application of 
the boundary element method (BEM). Rational functions are used to approximate Poiseuille 
number and power function to approximate Coriolis coefficient and Boussinesq coefficient. 
Boundary element not required 3D mesh, alternative mesh methods require discretizing the whole 
of the solution domain. The BEM results of calculations dimensionless groups of unidirectional 
flow through regular polygonal ducts are compared with numeric solutions in the literature. The 
computer program was written in Fortran programming languages. 
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