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WYZNACZANIE SKALARNYCH PARAMETROW
PRZEPLYWU LAMINARNEGO W PRZEWODACH
PROSTOOSIOWYCH O PRZEKROJU WIELOK ATA
FOREMNEGO

W wielu zagadnieniach #ynierii srodowiska i budownictwaasstosowane prze-
wody prostoosiowe o przekroju wielgth foremnego, np. w wymiennikach ptasz-
czowo-rurowych o rénych ksztattach przekrojow rurek. Gléwnym paranmetre
opisupcym przekroje wieloita foremnego jest liczba bokdéw lub wymiagtd
tworzacego wielolgt foremny. Podstawowymi wielkoiami fizycznymi, ktére
opisup izotermiczne przeptywy w przewodach prostoliniotvyto srednia ped-
kos¢ w przewodzie oraz nagrenia styczne néciance przewodu. Giownymi wiel-
kosciami bezwymiarowymi opisagymi te przeptywy g liczba Reynoldsa, wspot-
czynnik tarcia, liczba Poiseuille’a, wspotczynnibri@lisa i wspétczynnik Boussi-
nesqga. W literaturze wspétczynnik tarcia jest élarey jako wspotczynnik Niku-
radsego. Liczba Poiseuille’a jest to rezultat wspyhnika tarcia i liczby Reynold-
sa. Wspotczynnik Coriolisa okila stosunek rzeczywistego strumienia energii ki-
netycznej do strumienia obliczonego zgkosci sredniej, natomiast wspotczynnik
Boussinesqa korygujee@. W pracy wyznaczono zaleosci liczby Poiseuille’a,
wspoétczynnika Coriolisa i wspotczynnika Boussineggay przeptywie laminar-
nym w przewodach o przekroju wieklgl foremnego catkowicie wypetnionych
ptynem w zalenosci od liczby bokéw tworgcych przekroj przewodu foremnego.
Liczbe Poiseuille’a przybliono funkci wymierny, natomiast wspétczynnik Corio-
lisa i wspoétczynnik Boussinesqa — funkgjoegowa. Symulacje wyznaczania pol
predkosci przeprowadzono za pompeautorskiego programu komputerowego na-
pisanego wgzyku Fortran, w ktérym zastosowano metetementéw brzegowych
(MEB). MEB nie wymaga budowy pracochtonnych i ptzeannych siatek jak to
ma miejsce w klasycznych metodach obszarowych. IRgywbliczés MEB zosta-

ty poréwnane ze znanymi wynikami oblicze literaturze.

Stowa kluczowe: przewody prostoosiowe foremne, liczba Poiseuilleigpot-
czynnik Coriolisa, wspotczynnik Boussinesqa, MEBliezenia hydrauliczne
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1. Wprowadzenie

W licznych zagadnieniach przeptywowych zmanych z igynieria srodo-
wiska i budownictwemaswykorzystywane przewody prostoosiowe o przekroju
wielokata foremnego [4, 10]. Przykladem zastosowania przewodow prostoosio-
wych @ wymienniki ptaszczowo-rurowe o 20ych przekrojach rurek [11, 21].
Obecnie szczegdlnie rozwijang sikrowymienniki zbudowane z prostolinio-
wych przewoddw o rinych ksztattach przekrojow poprzecznych [9, 13]. Wie-
lokaty foremne maj rowne wszystkie &y wewretrzne i wszystkie boki rownej
dhugdsci, dlatego teé podstawowym parametrem geometrycznym przewodow
foremnych jest wymiar d&¢a wewretrznego lub liczba bokéw. Na rysunku 1.
przedstawiono przyktadowe przekroje przewodow o przekroju witddkorem-
nego. Podstawowymi wielkoiami skalarnymi opisagymi izotermiczne prze-
ptywy laminarne & liczba Poiseuille’a, wspotczynnik Coriolisa i wspotczynnik
Boussinesqa. Wielkai te dla przewodéw o przekrojachznych od kotowego
mozna wyznaczy eksperymentalnie lub numerycznie.

a) b) <) d) e)

—>

n=3 n=4 n=5 n==6 n=oo

Rys. 1. Przykltadowe przekroje przewoddéw prostoogahwo przekroju wielokta foremnego
w zaleznosci od liczby bokéwn: a) tréjkat rownoboczny, b) kwadrat, c) guiokat foremny,
d) szdéciokat foremny, e) okig

Fig. 1. Regular polygons with different number ades n: a) equilateral triangle, b) square,
c) pentagon, d) hexagon, e) circle

Liczba Poiseuille’a jako iloczyn wspoétczynnika tarcia zby Reynoldsa
jest opisana nagiujacym wzorem [20]:

Re
Po=A— 1
2 1)
gdzie: Re - liczba Reynoldsa,
A —wspotczynnik Nikuradsego.
Wspditczynnik tarcia jest wyznaczany ze wzoru [20]:

8r
IOVsr

gdzie: 1, — napezenie styczne nsciance przewodu prostoosiowego,
Vs —Srednia pedkos¢é w przewodzie.
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Liczba Reynoldsa jest opisana rasijacym wzorem:

Re= 2VsDn (3)
u
4A

Dy = N (4)

gdzie: Dy, —sérednica hydrauliczna,
A —pole przekroju przewodu,
L — obwdd przekroju porzecznego przewodu,
U —wspotczynnik lepkéei dynamicznej,
£ — gestasé ptynu.

Liczba Poiseuille’a mge by¢ opisana zataoscia [19]:

p2 9P

h
Po=—dz (5)
22UV

Sr
gdziedp/dzjest gradientem &nienia w przewodzie.
Wspotczynnik Coriolisa wyznaczagsie wzoru [6]:

_[vfdA

— A
Az o

Wspétczynnik Boussinega korygaly ped w obliczeniach hydraulicznych
wyraza wzor [4]:

_f VZdA
=%f @

sr

Do wyznaczenia gdkosci sredniej w przewodzie prostoliniowym niegb
na jest znajomig pola pedkosci. Ustalony przeplyw laminarny w przewo-
dach prostoosiowych mna opisé modelem przeptywu jednokierunkowego
(v =0,v =0) [1] (rys. 2.):

2 2
%§+%§=G (8a)
x> oy
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gdzie:

G=-=—"— (8b)

Rys. 2. Szkic do analizy zagadnienia brzegowego
w obszarze ptaskim — laminarny przepltyw przez
przewdd prostoliniowy

& - Fig. 2. Sketch to consideration of boundary
X conditions in fully developed arbitrary duct flow

Po wykonaniu dekompozycji gitkosci v, na sktadow predkosci przepty-
wu niezaktéconegd/,, i sktadova predkosci przeptywu wzbudzonege, $cian-
kami przewodu réwnanie (8a) zredukuje @d rownania Laplace’a [2, 12, 17]:

0%, 0%,
+—=
ox?  ay?

9)
Zaktadajc, ze prdkos¢ nasciance przewodu jest rbwna zeru, to warunek brze-
gowy na obwodzié zostal opisany nagiujaca zaleznoscia:

V(@ =-v,; g L (10)
W przyjetym algorytmie MEB rownanie Laplace’a (9) jest rozmyiwane z wa-
runkiem brzegowym (10). Nagtnie po wyznaczeniu gukosci przeptywu
wzbudzonega,, pole pedkosci v, jest obliczane z zataosci:

V, =V, +V, (11a)
gdzie

__1dp
V,, == 2 OIZ(><§ ¥a) (11b)
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Przyktad zastosowania algorytmu MEB do wyznaczania wspoétczynnika
Coriolisa w przewodach prostoosiowych o przekroju pragéoknajduje si
w pracy [15], przyktad wspotczynnika Boussinega w przewodach pegstath
— w pracy [16].

2. Algorytm metody elementow brzegowych wyznaczania pol
predkosci w przewodach prostoosiowych przeptywu
laminarnego niezalenie od ksztattu przekroju przewodu

Rozwizaniem réwnania thiczkowego (9) jest nagiujace rownanie cat-
kowe [2, 12, 17]:

Zvup)+ [ 208k p,q)e, = [ v, @) Epay ol (122)
L o L)
gdzie
K(loq)——ln[r J =lp-aql; (p)OL, (@)0OL (12b)
P
E(p.q) = 1”(’(') y‘*)”‘:("“ W oL @oL (12¢)

pq

n, orazn, s3 to wersory normailnej do brzegu)(
Po wyznaczeniwv,,(q)/dn napkzenia styczne na brzedu okresla sk
z zalenaosci:

ov,(Q) _ |, V(@) , |, 0%(Q).

r(a)=H o H gn +u o (UL (13a)
= L[ @ @0L (13b)

Predkos¢ v, w dowolnym punkcie przekroju przewod#) (wyznacza si ze
zwigzku catkowego:

v.p) =~ | 24Dk (p,q)el, + [ v (@ EPa)dy + ¥ @), ()T A @) L
(L) (L)

(14)
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Objetosciowy strumig przeptywu hydraulicznego przez przewod o przekroju
poprzecznymA) catkowicie wypetniony ciecgjest rowny:

Q= [ v,(a)oA (15)

(A)

Catki (12b), (12c) zostaty rozazane numerycznie metpdkwadratur Gaussa
[7] dla széciu kwadratur Gaussa.

3. Wyznaczenie skalarnych parametrow opisuicych przeptywy
laminarne w przewodach prostoosiowych o przekroju
wielokata foremnego

Wykonano szereg symulacji MEB w przewodach prostoosiowych & prz
kroju wielokata foremnego dla zadanej liczby bokéw od 3 do 30 oraz dla prze-
wodu okagtego. W pierwszej kolejr$ai wyznaczono pola pdkosci, a nastp-
nie na podstawie pratych siatek — wskaniki opisupce przeptywy laminarne
w przewodach prostoosiowych. W celu wykonania doktadnych olilicee
brzegu zateono 5000 elementéw oraz siatk00 x 500. Weryfikujc wyniki
obliczen, poréwnano je z rozwkaniami znanymi w literaturze [5, 8, 14].q8t
wyznaczonych wielkéi (Po, a, £) obliczono ze wzoru:

fT B fMEB

O fyes = f
N

[100% (16)

gdzie: fr — wielkdéci cytowane z literatury [5, 8, 14],
fues — wielkasci wyznaczone metadelementéw brzegowych.

Rezultatem symulacji komputerowych wzory okrglajace wielkaci ska-
larne opisujce przeptywy laminarne w przewodach prostoosiowych wzmale
sci od liczby bokow wielokta foremnego tworrego przekrdj przewodu pro-
stoosiowego. Po wykonaniu aproksymacji wynikow liczby Poiseuitiégardz-
nych wieloktoéw otrzymano nagpujaca zaleznosé liczby Po od liczby bokéw
wielokata foremnego:

0,910 35,894+ 43,78

n? n®

Po= f(n) =16,000- (17)

W podobny sposéb wyznaczono zales¢ wspotczynnika Coriolisa od liczby
bokdw:

a=f(n)=———+2,000 (18)
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Wspotczynnik Boussinesqa jest opisany zadscia:

1

= S eaag t1333 (19)

£=1(n)

W tabeli 1. przedstawiono rezultaty obliazkczby Poiseuille’a ze wzoru
(17) oraz poréwnano je ze znanymi rogzéniami [5]. Porownanie graficzne
wynikow wzoru (17) przedstawia rys. 3a. Maksymalmydhiczby Poiseuille’a
w stosunku do znanych rozwen wyniost 0,3%. W tabeli 1. zaprezentowano
rowniez rezultaty obliczé wspotczynnika Coriolisa (18) i Boussinesga (19),
ktore réwnie poréwnano z danymi [8, 14]. Rysunek 3b przedstawia funkcje
(18) wraz z rezultatami oblicaenspétczynnika Coriolisa z pracy [8, 14]. Wz6r
(18) mae by uzyty do prognozowania wspétczynnika Coriolisa z maksymal-
nym bkdem 0,10%. Maksymalny 4d wspoétczynnika Boussinesqa w stosunku
do znanych wartmi [8, 14] wynosi 0,10%. Na rysunku 3c przedstawiono gra-
ficzne wyniki porownania funkcji (19) z danymi [8, 14].

Tabela 1. Liczba Poiseuille’a, wspoétczynnik Cosali wspétczynnik Boussinesga w przewodach
o0 przekroju wielokta foremnego przy przeptywie laminarnym adftozwikzania metody elemen-
téw brzegowych

Table 1. Poiseuille number, Coriolis coefficienguBsinesq coefficient in fully developed regular
polygonal duct flow — error analysis applied in hdary element method (BEM)

a B
[Shah] [Shah]
n [Cr':eong] [MPE?B] [I\/?Eg] n=3 [MgB] [M6EaI'3] n=3 | gB] [M(I?B]
[Lundgren] [Lundgren]
n=4 n=4

- - - [%] - - [%] - I

3 13,333 | 13,3302 0,021 2,338 2,3400 0,085 1,429 3004 0,071

4 14,227 | 14,2133 0,096 2,1541 2,1556 0,067 1,3785,3776 | 0,069

5 14,737 | 14,7325 0,030 - 2,0848 - - 1,35[4 g

6 15,054 | 15,0540 0,000 - 2,0517 - - 1,3480

7 15,310 | 15,2651 0,293 - 2,0340 - - 1,34B80

8 15,412 | 15,4109 0,007 - 2,0236 - - 1,34P0

9 15,520 | 15,5158 0,027 - 2,0172 - - 1,3382

10 15,600 | 15,5934 0,039 - 2,0129 - - 1,330

11 - 15,6535 - - 2,009¢9 - - 1,336[L -

12 - 15,7002 - - 2,0079 - - 1,335p -

13 - 15,7375 - - 2,0063 - - 1,335 -

14 - 15,7678 - - 2,0052 - - 1,334B -

15 - 15,7928 - - 2,0043 - - 1,334p -

20 15,880 | 15,8702 0,061 - 2,0020 - - 1,33B9

25 - 15,9090 - - 2,0011 - - 1,333p -

30 - 15,9314 - - 2,0007 - - 1,333p -
1,E+50| 16,000 | 16,0000 0,000 2,0000Q 2,0000 0,000 1,3383 333,3 0,000
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e SR e Rys. 3. Graficzne poréwnanie wyprowa-
138k | ! | dzonych funkcji (17)-(19) z rezultatami
E i H o ‘ bada numerycznych [5, 8, 14]: a) liczba

Wk \ e L Poiseuille’a, b) wspotczynnik Coriolisa,

st e jo O lundgren o c) wspdiczynnik Boussinesga

sl N L R Fig. 3. Compare results (17)-(19) with

e 1 Q L L ' solution [5, 8, 14]: &) Poiseuille number,
e e Lol b) Coriolis coefficient, ¢) Boussinesq
23450678 0101121314 15 16 17 18 18 20 coefficient

Na rysunku 4. wykrdono izotachy dla przewodéw o przekroju: trgig
rownobocznego (rys. 4a), kwadratu (rys. 4b}ciokata foremnego (rys. 4c),
siedmiolgta foremnego (rys. 4d), dziesiokata foremnego (rys. 4e) i adgu
(rys. 4f). Do obliczé przyjeto przeptyw glikolu etylenowegoi(= 0,021329
Pas,p=1115,6 kg/rﬁ D, = 0,01 m, Re = 100). Wszystkie obliczenia wykonano
metodi elementow brzegowych.
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a) 10 ;, Y [mm] v, [ms] b)

= QO =N WhHA OO~ OO

5 -4 -3
Rys. 4. Przykladowe pola gatkosci wyznaczone MEB w przewodach o przekroju wigtak
foremnego (glikol etylenowyRe = 100, D, = 0,01): a) tréjkt rownoboczny, b) kwadrat,

c) pieciokat foremny, d) siedmiakt foremny, e) dziegciokat foremny, f) okag

Fig. 4. Velocity field in Flow in regular polygonaucts duct (ethylene glycoRe = 100,
D, = 0.01): BEM solution: a) equilateral triangle, bjjuare, c) pentagon, d) heptagon,
e) decagon, f) circle
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4. Wnioski

W pracy wyznaczono podstawowe wielkb jednoliczbowe opisgge
przeptywy laminarne w przewodach prostoosiowych o przekroju witldio-
remnego z zastosowaniem metody elementéw brzegowych. W celu anyion
aproksymacji wynikéw liczby Poiseuille’a, wspotczynnika Coriali®raz
wspotczynnika Boussinesqa w zatesci od liczby bokéw tworacych przekréj
przewodu foremnego przeprowadzono szereg symulacji w zakresie o8@ do
bokéw wielolgta foremnego oraz dla ajgu. Zalenos¢ liczby Poiseuille’a od
liczby bokéwn mozna przybliy¢ funkcja wymierra, natomiast w przypadku
wspotczynnika Coriolisa i wspotczynnika Boussinesga z wystaiczadpokiad-
noscia mazna p wykona, aproksymujc otrzymane wyniki funkegj poktgowa.
Wraz ze wzrostem liczby bokéw wielgt foremnego tworrego przekrdj
przewodu wart& liczby Poiseuille’a rénie i oshga swoje maksimum réwne
16. Wzrost liczby bokow wieleita foremnego powoduje zmniejszenie weaaeto
wspotczynnika Coriolisa i Boussinesga dq, = 2,0 i Bnin = 1,33. Wyznaczone
zaleznosci liczby Poiseuille’a, wspétczynnika Coriolisa i wspotczykaniBous-
sinesqga od liczbycianek wielolgta foremnego magby¢ zastosowane réwnie
w mikrokanatach, gdzie przeptywy ggodne z makroprzeptywami [3].

Zasadnicz zale, zastosowanej metody elementéw brzegowych jest elimi-
nacja czasochtonnych przestrzennych siatek stosowanych veiigsi meto-
dach obszarowych, takich jak metoda elementéwictanych [22] czy metoda
objetosci skaaczonych [18].

Klasyczne metody siatkowe stosowane w symulacjach przeptystoaty
najczsciej implementowane w drogich komercyjnych programach komputero-
wych. Prezentowany algorytm MEB e by¢ stosowany w autorskich aplika-
cjach obliczeniowych zaréwno do celowynierskich, jak i naukowych.
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THE SOLUTION OF DIMENSIONLESS GROUPS TO THE LAMINAR
FLOW THROUGH STRAIGHT REGULAR POLYGONAL DUCTS

Summary

For the fully developed laminar flow in a regulanlygonal ducts are used in a lot of
problems in environmental engineering and civiliragring. The regular polygon is a polygon
that is equiangular (all angles are equal in megsand equilateral (all sides have the same
length). Fluid average axial velocity and wall shefress are two important physical quantities.
The principal dimensionless group are described Beynolds number, friction factor, Poiseuille
number, kinetic energy correction factor (Coridégtor) and momentum flux correction factor
(Boussinesq factor). The friction factor definit®is in common use in the literature Nikuradse:
friction factor. The Poiseuille number is the prodwf a friction factor and the Reynolds
number.In this paper presented the solutions afdRiile number, Coriolis coefficient, Boussinesq
coefficient driven unidirectional laminar flow iregular polygonal ducts using the application of
the boundary element method (BEM). Rational fumgiare used to approximate Poiseuille
number and power function to approximate Coriol@eficient and Boussinesq coefficient.
Boundary element not required 3D mesh, alternatiesh methods require discretizing the whole
of the solution domain. The BEM results of calciaas dimensionless groups of unidirectional
flow through regular polygonal ducts are comparéih wumeric solutions in the literature. The
computer program was written in Fortran programniémguages.

Keywords: longitudinal duct, regular polygonal ducts, Poikeunumber, Coriolis coefficient,
Boussinesq coefficient, BEM, hydraulic calculations
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