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DRGANIA WIELOPRZESLOWYCH CIAGLYCH
BELEK PRYZMATYCZNYCH WYWOLANE SILA
RUCHOMA

Praca przedstawia rozwiazanie zagadnienia drgan wieloprzestowych ciagtych be-
lek pryzmatycznych wywotanych skupiona sita poruszajaca si¢ ze stala predkoscia.
Wykorzystujac znane rozwiazania dla belki swobodnie podpartej obciazonej sita
ruchoma oraz zmienng w czasie sita skupiona w punkcie wyznaczono réwnanie
drgan belki wieloprzgstowej analogicznie do statycznej metody sit, zastepujac al-
gebraiczny uktad réwnan zgodnosci przemieszczen uktadem réwnan catkowych
Volterry, podajac rowniez procedur¢ numeryczna utatwiajaca ich rozwiazanie.
W pracy zmieszczono przyktad obliczeniowy belki trojprzgstowe;.

Stowa kluczowe: teoria Wlasowa, czgstosci i formy wiasne, szeregi Czebyszewa,
zwiazki rekurencyjne, rozwiazania analityczne

1. Wprowadzenie

Waznym zagadnieniem w dynamice konstrukcji inzynierskich jest problem
drgan wywotanych poruszajacym si¢ obciazeniem. Zagadnienie to wystepuje
migdzy innymi w dynamice mostéw drogowych i kolejowych, ktadek dla pie-
szych, torow kolejowych, paséw startowych lotnisk, drog, kolejek linowych
a takze samolotow i rakiet. Jest to problematyka wazna, a rownoczes$nie intere-
Sujaca z teoretycznego punktu widzenia. Poswigcono jej setki prac naukowych
[1]. Badano drgania ciggien, belek, plyt, powtok, ram, tukoéw, a szczegodlnie mo-
stow, w tym mostow wiszacych. Analizowano drgania konstrukcji wywotane
réznymi rodzajami obcigzen ruchomych, ktéore mozna podzieli¢ na obciazenia
nieinercyjne i obciazenie inercyjne. Do obcigzen nieinercyjnych naleza: rucho-
ma sita skupiona, ruchome obciazenie roztozone a takze ruchomy moment sku-
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piony. Do ruchomych obciazen inercyjnych czgsto modelujacych poruszajace sig
pojazdy naleza: nieresorowana masa skupiona lub roztozona, oscylatory o jed-
nym i wielu stopniach swobody. Rozwiazywano problemy zar6wno w zakresie
deterministycznym jak i w ujeciu drgan stochastycznych. W wigkszosci prac
badano proste dzwigary jednoprzgstowe [2], a takze ustroje bardziej skompliko-
wane jak podwojna struna, podwojna belka czy most wiszacy, ale rowniez jako
dzwigary jednoprzgstowe.

Waznym i interesujacym zagadnieniem sa drgania belek wieloprzgstowych
wywotane obciazeniem ruchomym, gdyz wiele obecnie projektowanych kon-
strukcji inzynierskich (np. mostéw) odpowiada takiemu wtasnie schematowi
dynamicznemu [3]-[11]. Stosunkowo mato jest prac poswigconych temu zagad-
nieniu.

W niniejszej pracy przedstawiono algorytm wyznaczania drgan wieloprzg-
stowej pryzmatycznej belki Eulera-Bernoulliego poddanej dziataniu ruchomej
sily skupionej o statej wartosci. Przy rozwiazywaniu zagadnienia potaczono pro-
cedury analityczne i numeryczne. Zatozono, ze sztywno$¢ oraz masa jednostko-
wa przekroju belki sa jednakowe w kazdym przesle, natomiast zmienna moze
by¢ rozpigtos¢ poszczegodlnych przeset. Problem rozwiazano w sposoéb analo-
giczny do statycznej metody sit, gdzie uktad rownan algebraicznych zastapiono
uktadem réwnan calkowych Volterry pierwszego (gdy podpory sa state) lub
drugiego rodzaju (gdy podpory sa sprezyste). Za uktad podstawowy metody sit
(belke podstawowa) przyjeto jednoprzestowa belke swobodnie podparta. Aby
otrzymac¢ rozwiazanie dla belki wieloprzgstowej, konieczne jest wyznaczenie
drgan belki swobodnie podpartej o skonczonej dlugosci poddanej dziataniu sity
ruchomej oraz wywotanych sitami skupionymi w miejscach usunigtych podpér

nadliczbowych.

2. Drgania belki swobodnie podpartej wywolane silg ruchoma

Rozpatrujemy drgania wieloprzgstowej belki Eulera-Bernoulliego obciazo-
nej sita P poruszajaca si¢ ze stala predkoscia v. Belka spoczywa na k+2
(k=1,2,3...) podporach (rys. 1), co oznacza, ze jest k-krotnie statycznie niewy-
znaczalna. Belka charakteryzuje si¢ stata geometria przekroju poprzecznego w
kazdym przesle oraz dowolna lokalizacja podpdr posrednich. W prezentowanej
metodzie za uklad podstawowy metody sit przyjeto belke swobodnie podparta
Eulera-Bernoulliego o skonczonej rozpigtosci L, obciazona ruchoma sita o stalej
wartosci P, poruszajacej si¢ ze stata predkoscia v (rys. 2). Drgania thumione ta-
kiej belki opisuje rownanie:
awP (xt) 2wl (xt)

4., P
Ow b 4 ¢ +m = P5(x —vt) (8]

El ox* at ot?
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gdzie El oznacza sztywnos$¢ gigtna belki, m oznacza masg jednostkowa przekro-
ju belki, natomiast ¢ jest wspotczynnikiem ttumienia. Symbolem &(.) 0znaczono
delte Diraca.
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Rys. 1. Belka wieloprzgstowa obciazona ruchoma sita skupiona
Fig. 1. Multi-span continuous beam loaded with moving force
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Rys. 2. Belka swobodnie podparta obciazona ruchoma sita skupiona
Fig. 2. Simply supported beam loaded with moving force
Dla belki swobodnie podpartej warunki brzegowe maja postac:
2%wP (x, t 2%wP (x, t
wP 0,t =wP Lt =0, # =# =0 2
0x 0x
x=0 x=L
Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych:
X vt
&= I’ T = T e 01, T € [0,1] (3)

réwnanie (1) przyjmuje postac:

wPET) TV +c,wP ET +a?wP ET =P,6(E-T) (4)
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gdzie: ¢y =c

o Cyframi rzymskimi oznaczono rézniczkowanie po przestrzennej wspot-
rz¢dnej £, natomiast kropka oznaczono roézniczkowanie po czasie T. Wielkosc¢
vy oznacza predkos$¢ rozchodzenia si¢ fali gigtnej (fali podluznej w precie),
a przez symbol A oznaczono smuktosé¢ belki. Symbole A, I, r oznaczaja kolejno
pole przekroju belki, jego moment bezwtadnos$ci oraz promien bezwtadnosci, E
oznacza modut Younga za§ p = % oznacza gestos¢ materiatu.

Warunki brzegowe (2) przyjmuja postac:
wf 0,T =wP 1,T =0,

azwP (&1 2wrP &
= = 5
287 o 082 poy 0 ®)

Przyjeto, ze w chwili poczatkowej belka jest w spoczynku stad warunki poczat-
kowe maja postac:

wP §0 =0, wP £,0 =0 (6)

Rozwiazanie rownania (4) przy warunkach brzegowych (5) przyjmuje si¢ w po-
staci szeregu:

wé&T = 2oy, T sinnné (7

Po podstawieniu wyrazenia (7) do rownania (4) oraz wykorzystaniu ortogonal-
nosci funkcji wiasnych otrzymano uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych:

4
Vo T +2ay, T +nGL2yn T = %sinnnT (8)

gdzie 2a = ;—Lv Warunki poczatkowe maja postaé:
Ym0 =0,y0 =0 9)

Po rozwiazaniu réwnania (8) z uwzglednieniem warunkow poczatkowych (9)
dynamiczna odpowiedz belki ma postac:

wP ET =wl T +wl &T, (10)

gdzie:
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gdzie Q2 = % — a?. W przypadku drgan niettumionych (¢=0) dynamiczna
odpowiedz uktadu ma postac:
wP ET =wl ET +wl T =
(nm)?

sinngTsinnwé 2Py @ sin-—_~—Tsinnn§
0 n=1

= 2Py 5= (13)

nmw 2 nmw 2-02 nw 3 nm 2-g2°

. q: . . ’ e m . . .
Jezeli spetniona jest rowno$¢ o = vL i UA = 1 szeregi w rozwiazaniu (13)

zmierzaja do nieskonczonosci. Stad predkos¢ rezonansowa V,, jest rOwna:
vy (14)

Dla wigkszosci belek A >> 7, stad dla tych przypadkow v, < V.

Funkcja wa"(£T) podana w wyrazeniach (11) i (13) opisuje drgania i ape-
riodyczne i spelnia niejednorodne roéwnanie rézniczkowe (4), nie spetnia jednak
warunkow poczatkowych ruchu (6). Funkcja ws' (& T) opisuje drgania swobodne
belki i jesdddt rozwiazaniem jednorodnego roéwnania réozniczkowego (4) przy Py
= 01 wraz z funkcja opisujaca drgania aperiodyczne spetnia warunki poczatkowe

(6).

3. Drgania belki wywolane sila skupiong

W kolejnym etapie rozwazmy drgania belki wywotane sita X(T) skupiona
w punkcie &. Postugujac sie zmiennymi bezwymiarowymi (3) i postepujac ana-
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logicznie jak w przypadku sity ruchomej uzyskuje si¢ rozwiazanie w postaci
splotu

wX ET == Th T -1 X t dr, (15)

< I~

gdzie impulsowa funkcja przejscia hij(&T) jest rowna

2012 o7 o SinQyTsinnmé;sinnmé (16)
~ o2EI n=1 Q, ’

a w przypadku drgan niettumionych (« = 0) odpowiednio

2

2vL2 sin—=
v
hi {:l T = ;01021 <
OEI nm 2
_ 2vL? &  sinwpTsinnmé;sinnmé 17
- 2 n=1 - ( )
0“El wWn

Tsinnné;sinnmé

Impulsowa funkcja przejscia hi(£T) zostata uzyskana z rOwnania
2
WY ET +cohy §T +02h §T =2-8T § §—§; . (18)

Przedstawione powyzej rozwiazania dla belki swobodnie podpartej obcia-
zonej sita ruchoma i sita skupiona w punkcie zostang wykorzystane do rozwia-
zania zagadnienia drgan belki wieloprzgstowe;.

4. Drgania belki wieloprzeslowej — rownania calkowe Volterry

Jako podstawowy schemat dynamiczny przyjeto statycznie wyznaczalnag
belkg swobodnie podparta obciazona sita ruchoma i k sitami nadliczbowymi
Xi(T) (i=1,...,k) przylozonymi w miejscach podpor posrednich (rys.3). Ugigcia
statycznie wyznaczalnej belki w miejscu podpor posrednich w belce statycznie
niewyznaczalnej wywotane wyzej wymienionymi sitami s rowne 0. Na tej pod-
stawie uzyskano uktad k rownan catkowych Volterry pierwszego rodzaju

N Sy T—T X TdrHAR T =0, i=12,..k (19)
gdzie &(T) i 4ip(T) oznaczaja odpowiednio przemieszczenie pionowe belki
swobodnie podpartej w punkcie & spowodowane sita skupiona X; oraz sitg ru-
choma. Funkcje te sa rowne

5ij T = h] fi)T ’ (20)
Ap T =wf &T +wf &,T, (21)
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gdzie impulsowa funkcja przejscia 6;; T = h; &, T jest podana w rownaniach
(16) lub (17), a funkcja Ajp T =wf &, T +wf &,T jest okreSlona rowna-
niami (10) - (12) lub (13). Wspdtrzedne & (i=1, ...,k) okreslaja potozenie podpor
posrednich belki wieloprzestowe;.
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Rys. 3. Schemat podstawowy
Fig. 3. Primary structure

Dla poréwnania rozwiazanie statyczne ma postac

213 o sinnm&sinnmé 2PL® o sinmnmTsinnmé;
5ij =— gm0 Lp T = n=1 ’ (22)
EI (nm)* EI (nm)*

a uktad réwnan catkowych (15) jest zastapiony uktadem réwnan algebraicznych

K 8yXj+Ap T =0,i=12,.. k. (23)

Po rozwiazaniu réwnan catkowych Volterry dynamiczna odpowiedz belki wie-
loprzgstowej obciazonej sita ruchoma jest uzyskana jako rozwiazanie dla belki
swobodnie podpartej i ma postac

we T =wf &T +wf §T +2 &, "6, T—7 X; 7 dr. (24)

Ugiecie statyczne belki wieloprzestowej wywotane sita skupiona w punkcie T
wynosi

213 , Kk , sinnmé
wg §T = —; PsinnaT + =1 Xisinnm§; ) (25)

Wspolczynnik dynamiczny moze by¢ zdefiniowany jako stosunek ugiecia dy-
namicznego do ugigcia statycznego

_wqg f,T
wse &T

9 ET

(26)
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Zat6zmy, ze podpory posrednie belki wieloprzgstowej sa podporami sprezystymi
o sztywnosci S; (rys.4). W tym przypadku zamiast uktadu réwnan (19) mamy
uktad k rownan catkowych Volterry drugiego rodzaju

X .
% 5;1 OTSU- T—tXjtdi+Ap T :—S—{, i=12,..,k. (27)
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Rys. 4. Belka wieloprzgstowa na podporach sprezystych
Fig. 4. Multi-span continuous beam with elastic supports

4.1. Procedura numeryczna

Uktad rownan catkowych Volterry (15) jest trudny do rozwiazania w spo-
sob analityczny, dlatego tez zostanie rozwiazany w sposob numeryczny zgodnie
zrys. 5. Tym sposobem w miejsce uktadu rownan catkowych uzyskujemy uktad
rekurencyjnych rownan algebraicznych

L
= Ky Kby Tk —T X5 1, AT+ Ap Ty =0, (28)

v

gdzie Ty = KAT, 7, = 7 —05 A, r=12,..K,K=12,..,Noraz At = —.
Dla belki dwuprzestowej rownanie (28) ma postaé

L
= Ferhi §Tx — 70 Xj T AT+ Ap Ty =0. (29)
= 2
7 , PRI
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Rys. 5. Schemat obliczen numerycznych

Fig. 5. Numerical calculations scheme
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5. Przyklad numeryczny

Jako przyktad obliczeniowy postuzy belka trojprzgstowa o rozpigtosci mig-
dzy skrajnymi podporami L = 60 m, z dwiema podporami posrednimi dzielacy-
mi belke¢ na trzy rowne przgsta (rys.6). Do obliczen przyjgto mase¢ jednostkowa
przekroju belki m = 1000 kg/m oraz sztywno$¢ gietna El = 1,96 GNm?. Ustrdj
obciazony jest stata sita skupiona P = 9,8 kN poruszajaca si¢ ze stata predkoscia
v =37 m/s. W obliczeniach analizowano drgania punktow ,,a”, ,,b” i ,,c” znajdu-
jacych sig odpowiednio w $rodku lewego, srodkowego i prawego przgsta w za-
leznosci od potozenia sity poruszajacej si¢ wzdtuz belki (rys. 6). Wyniki obli-
czen przedstawiono na rys. 7 do 9. Linia przerywang zaznaczony przypadek sta-
tyczny (v = 0).
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Rys. 6. Trojprzgstowa belka pryzmatyczna obciazona sita ruchoma
Fig. 6. Three-span continuous uniform beam loaded with moving force
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Rys. 7. Ugigcie dynamiczne punktu ,,a” (srodek pierwszego przgsta)
Fig. 7. Dynamic deflection of point “a” (middle of the first span)
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Rys. 8. Ugigcie dynamiczne punktu ,,b” (§rodek drugiego przgsta)
Fig. 8. Dynamic deflection of point “b” (middle of the first span)
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Rys. 9. Ugigcie dynamiczne punktu ,,c” (Srodek trzeciego przgsta)
Fig. 9. Dynamic deflection of point “c” (middle of the third span)

6. Podsumowanie

Przedstawiona w pracy metoda wyznaczania drgan gigtnych ciaglych belek
wieloprzestowych polegajaca na wykorzystaniu réwnan catkowych Volterry
moze by¢ z powodzeniem zastosowana przy rozpatrywaniu belek pryzmatycz-
nych o stalym przekroju i stalym rozkladzie masy we wszystkich przgstach
uktadu. Podano wzory zaréwno dla drgan niettumionych jak i drgan z uwzgled-
nieniem tlumienia zewngtrznego. Po odpowiednich przeksztalceniach opisana
metode mozna wykorzysta¢ rowniez w przypadku innych nieinercyjnych obcia-
zen ruchomych, takich jak ruchome obciazenie roztozone, ruchomy moment
skupiony lub ruchoma seria sit skupionych. Zastosowana procedura numeryczna
prowadzi do zastapienia réwnan catkowych rownaniami algebraicznymi, co
umozliwia przeprowadzenie dokladnych obliczen przy zastosowaniu prostych
arkuszy kalkulacyjnych.



Drgania wieloprzgstowych ciagtych belek pryzmatycznych... 195

Literatura

[1] Fryba L., Vibration of Solids and Structures under Moving Loads, 1999, Telford,
London.

[2] Kaczkowski Z., Vibration of a beam under a moving load. Proceedings of
Vibration Problems 1963; 4 (4): 357-373.

[3] Reipert Z.,Vibration of frames under moving load. Archiwum Inzynierii Ladowej
1970;16 (3):419- 447.

[4] Johansson C., Pacoste C., Karoumi R., Closed-form solution for the mode
superposition analysis of the vibration in multi-span beam bridges caused by
concentrated moving loads, Computers and Structures 2013; 119: 85-94.

[5] Salvo V.D., Muscolino G., Palmeri A., A substructure approach tailored to the
dynamic analysis of multi-span continuous beams under moving loads, Journal of
Sound and Vibration 2010: 329: 3101-3120.

[6] Martinez-Castro A. E., Museros P., Castello-Linares A., Semi-analytic solution in
the time domain for non-uniform multi-span Bernoulli-Euler beams traversed by
moving loads. Journal of Sound and Vibration 2006;294:278-97.

[7] Dugush Y.A., Eisenberger M., Vibrations of non-uniform continuous beams under
moving loads, Journal of Sound and Vibration 2002; 245: 911-926.

[8] Henchi K, Fafard M, Dhatt G, Talbot M., Dynamic behaviour of multi-span beams
under moving loads, Journal of Sound and Vibration 1997; 199:33-50.

[9] Henchi K., Fafard M., Dhatt G., Talbot M., Dynamic behaviour of multi-span
beams under moving loads, 1997; 199:33-50.

[10] Lee H.P., Dynamic response of a beam with intermediate point constraints subject
to a moving load, Journal of Sound and Vibration 1994;171: 361-8.

[11] Hayashikawa T., Watanabe N., Dynamic behavior of continuous beams with
moving load, Journal of Engineering Mechanics Division 1981;107:229-46.

VIBRATIONS OF MULTI-SPAN CONTINUOUS BEAMS UNDER
MOVING FORCE

Summary

In this paper authors consider damped and undamped vibrations o multi-span continuous
beams, uniform in every span, subjected to a moving constant force. Presented solution is analogi-
cal to the static force method, with simply supported beam applied as a primary structure. Instead
of set of algebraic force method equations a set of Volterra integral equations is given. A numeri-
cal example of three—span beam is presented.

Keywords: multi-span beam, moving force, Volterra integral equation
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