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Przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy jest zagadnienie wlasne niepryzmatycz-
nego preta cienko$ciennego opisanego wedtug teorii Wiasowa. Przestrzenne drga-
nia prgta opisane sa czterema, w ogoélnym przypadku sprgzonymi, rOwnaniami
0 zmiennych wspotczynnikach. Roéwnania te zostaty rozwigzane z wykorzystaniem
szeregbw Czebyszewa. Zastosowana metoda bazuje na twierdzeniu dotyczacym
rozwigzywania rOwnan rozniczkowych zwyczajnych, przedstawionym w monogra-
fii Paszkowskiego, Zastosowanie numeryczne wielomianéw i szeregéw Czebysze-
wa, PWN, Warszawa, 1975. Uzyskane w wyniku zastosowania opisanego twier-
dzenia zwiazki rekurencyjne pozwalaja na wyznaczenie wspotczynnikéw rozwi-
ni¢é, w szeregi Czebyszewa, poszukiwanych funkcji przemieszczen i obrotu.
W przypadku drgan swobodnych zwiazki te maja posta¢ nieskonczonego uktadu
rownan algebraicznych. Przedstawione rozwazania dotycza uktadu o dowolnie
zmiennych parametrach geometrycznych i materiatowych. Uzyskane koncowe
wzory pozwalaja na rozwiazanie zagadnienia wlasnego dowolnego prgta. Wystar-
czy tylko w nieskoniczonym uktadzie rownan podstawi¢ wspotczynniki rozwinigc
parametrow aktualnie analizowanego uktadu. W celu weryfikacji uzyskanych wy-
nikdw poréwnano otrzymane czestosci i formy wiasne z wynikami otrzymanymi
z wykorzystaniem MES. Do analizy MES wykorzystano program komputerowy
Sofistik. Uktad podzielono na 100 pryzmatycznych belkowych elementow skon-
czonych o siedmiu stopniach swobody. Otrzymane rezultaty w zakresie czgstosci
wilasnych daty dobra zgodno$¢ wynikoéw otrzymanych z wykorzystaniem przed-
stawionej w pracy metody, a wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem MES. Gor-
sza zgodno$¢ otrzymano w zakresie form wtasnych, niewatpliwy wplyw na to miat
istotnie r6zny sposob modelowania analizowanych uktadow.
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1. Wprowadzenie

Konieczno$¢ racjonalnego ksztattowania i ekonomicznego projektowania
konstrukcji, jak rowniez wzgledy architektoniczne sa powodem stosowania we
wspolczesnych konstrukcjach inzynierskich cienko$ciennych uktadow preto-
wych o zmiennych parametrach geometrycznych i materiatowych. Problem ana-
lizy tych uktadéw jest rowniez ciekawy ze wzgledow teoretycznych, gdyz roéw-
nania opisujace te uktady sa rownaniami o zmiennych wspoétczynnikach i jako
takie poza szczegdlnymi przypadkami nie maja zamknigtych rozwiazan anali-
tycznych.

Zagadnieniem drgan cienko$ciennych ustrojow pretowych zajmowalo sig
wielu autoréw. Ze wzgledu na ograniczona objetos¢ pracy zostana przedstawio-
ne tylko wybrane pozycje literatury dotyczace uktadow niepryzmatycznych. Za-
gadnieniem drgan swobodnych uktadow niepryzmatycznych zajmowali si¢ m.in.
Soltani i in. [1], [2], Ambrosini i in. [3], Sung-Bo Kim, Moon-Young Kim [4]
oraz Liviu Librescu, Sungsoo Na [5]. W pracy [1] autorzy rozwiazali zagadnie-
nia stateczno$ci, a w [2] statecznosci i drgan swobodnych belek cienko$ciennych
o zmiennych przedziatami, liniowo, wysokosciach. Do rozwiazania wykorzystali
klasyczne szeregi potggowe. W praca [3] rozwiazano zagadnienie drgan wymu-
szonych aperiodycznie, niepryzmatycznej, cienkos$ciennej o liniowo zmiennej
wysokosci belki wspornikowej. Autorzy pracy [4] sformutowali cienkos$cienny
element skonczony, ktory nastgpnie wykorzystali do rozwiazania problemu sta-
tecznosci oraz zagadnienia drgan swobodnych.

W niniejszej pracy do rozwiazania zagadnienia wlasnego zastosowano me-
todg wykorzystujaca przedstawione przez Paszkowskiego [6] twierdzenie opisu-
jace metode rozwiazywania rownan rozniczkowych zwyczajnych o zmiennych
wspoélczynnikach z wykorzystaniem szeregow Czebyszewa. Metoda ta sprowa-
dza si¢ do wyprowadzenia zwiazkow rekurencyjnych w postaci nieskonczonego
uktadu rownan algebraicznych, ktorego rozwiazaniem sa wspotczynniki rozwi-
nig¢ w szeregi, poszukiwanych funkcji. Metoda ta zostala rowniez przedstawio-
na w pracach autora [7], [8]. Ze wzgledu na ogdlny charakter stosowanej meto-
dy, wyprowadzenie wzoréw rekurencyjnych dla konkretnego problemu (kon-
kretnego uktadu réwnan) pozwala na rozwiazania analizowanego zagadnienia
dla r6znych parametréw geometrycznych i materiatowych.

2. Sformulowanie problemu

Przedmiotem analizy sa drgania swobodne niepryzmatycznej, cienkoscien-
nej belki opisanej wedtug teorii Wiasowa, o dlugosci 2a. Punktem wyjscia do
rozwazan sa ogélne sprzezone réwnania rozniczkowe preta cienkos$ciennego
0 osi prostoliniowej (zapisane dla uktadu osi glownych), w ktérym s$rodek $cina-
nia nie musi pokrywac si¢ ze §rodkiem przekroju [9]. Rownania opisujace prze-
strzenne drgania takiego preta maja postac
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gdzie p -gestos¢ preta, A - pole przekroju poprzecznego, I, ,1,,1, - momen-
ty bezwladnosci odpowiednio wzgledem osi Z, Y oraz srodka 0, Is - moment
bezwtadnosci na skrecanie, 1,,, Iy, - wycinkowe momenty odSrodkowe (de-
wiacyjne) wzgledem osi Z i Y, lo - wycinkowy moment bezwtadno$ci. Wyko-
rzystywana przy obliczaniu tych charakterystyk wspotrzedna wycinkowa jest
wspotrzedna znormalizowana spelniajaca warunek |w5ds=0 (J- grubosé
$cianki profilu).

Natomiast przy definiowaniu warunkoéw brzegowych w punktach X =+a ,
wykorzystywane sa nastgpujace zaleznosci
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Obliczajac wystgpujace we wzorze (1) pochodne iloczynow funkcji oraz
wprowadzajac zmienne i funkcje bezwymiarowe x=X/a, u,=U,/a,

u,=Uy/a,u,=U;/a , wyjsciowy uklad rownan (1) w przypadku drgaf
swobodnych mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci macierzowej

4 ~
> €, () -0 Ry ()™ (x) =P(x) )

m=0

Po wprowadzeniu macierzy pomocniczych

0 0 0 0 EA 0 0 0
o E, 0 —EI, 0 00 0
Ke®=lo o &, -8, K®=¢ 00 o/
0 -El, -El, E, 0 00 G,
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macierzowe funkcje P, (x), R, (x) oraz wektory P(x) i f(x,t) wystepujace w
(9) mozna opisaé nastepujacymi wzorami (we wzorach przyjeto zapis
£ (x,t) =0PF(x,t)/xP):

2
Po(X) =Ko(X), PL(X) =22 Ko (x), P2<x)=%Ko(x)—Kl<x),

5 (11)
P3(x) = " Ki(X), P,s(x)=0(x) ,
Ro(X) =Ry (X)=0(x) , R,(X)=G,(X) ,

0 (12)
R:«s(><)=&Go(><) v Ry(¥)=G1(¥),
f(x) = IX u, u, Hj. (13)

Wystepujace w macierzach (10) parametry to bezwymiarowe odpowiedniki pa-
rametrOW  wystepujacych w  wyjsciowym wzorze (1). Przyktadowo:

EA=EA EA, Ely =a’EAEl,, El v, =a’EAEl ,,, El» =a*EA EI,,,
PA=EAEAIQ®, ply =EA ol ply, =aEA; oI, , pl , =3°EA; oI,

3. Rozwiazanie

Do rozwiazania uktadu (9) zastosujemy przedstawione w monografii [6]
twierdzenie (patrz [6] str. 231 i 323) przedstawiajace metode rozwiazywania
rownan roézniczkowych o zmiennych wspoétczynnikach. W szczegdlnym przy-
padku, gdy uktad rownan rdézniczkowych jest czwartego rzgdu z cytowanego
twierdzenia wynika, ze wspdtczynniki rozwinigcia poszukiwanego wektora f(s)

spetniaja nastepujacy nieskonczony uktad réwnan
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gdzie funkcje macierzowe Q,, okreslone sa wzorami
- m+j 4_j 2 (m-j)
Qm() =Y ()™ mj) Pim@" RO m=01,..4 (15)
j=0

a[f]= [X| y Uy ,Uy, 6 j, a Uy, Uy ,U,,6 sawspdlezynnikami rozwinigé
funkcji przemieszczen i obrotu w szeregi Czebyszewa

Ux(X)=Z'Ux| T (X, Uy(X)=ZIUy| T (x),

I;O ;:0 (16)
U, (0 =Y Uy T, o)=Y, 4 Ti(¥),

1=0 1=0

gdzie Z|a.[f]=%ao[f]+al[f]+a2[f]+... , a T;(x) jest I- tym wielomianem
1=0

Czebyszewa | rodzaju. Wykonujac obliczenia z wykorzystaniem wzoru (15)
okreslajacego macierzowe funkcje Q,,(X) otrzymano
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Qo0 =Ko(x), Qi) = -2 Ko(x),
2
Q2<x>:%Ko(x)—m(x)—wzeo(x), (17)

Qa0 ==Ky () + 02 = Gy (), Qu(X) =~ Gy (X),

Po podstawieniu wspotczynnikow rozwinieé¢ w szeregi Czebyszewa funkcji
Q. , do réwnania (14) otrzymano nastgpujacy uktad réwnan rézniczkowych

zwyczajnych

kyp (k1) 0 0 0 Uy
i' 0 ko, (k,1) 0 Kag (k1) || Uy,
e 0 0 kas(k,1) ksa(k,1) || Uy,
0 k(1) kya(ki 1) kykD) ]| 6
(18)
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0l 0 My, (K, 1) 0 Moy (K, 1) || Uy, _ 0 L K=0123..
0 0 mag(k,1)  mgu(k,1) || Uy, 0
0 My (k1) myg(k, 1) my, (k1) || 6 0

Wspbtezynniki kj (K, 1) i k;; (k,I)poddano dalszym przeksztatceniom wykorzy-

stujac nastgpujaca zaleznos¢ migdzy wspotczynnikami rozwinigcia pochodnej
funkcji a wspotczynnikami funkcji wyjsciowej

1 ~
a =26l -afl_ 120, (19)

gdzie 3 =a[f] ,a al” =a,[6" f/x"]. Ze wzgledu na ograniczona objetosé
pracy przedstawiono tylko te istotnie rozniace sig:

Kpa(k, 1) ==2(k* =91 [(k +1) (k +2) (EA_, —EA2)
—2(k* —4) (EA L —EA ) +(K—1) (k- 2)(EA .o — EAL1 )],
Kpy (K, 1) == 8(k? —9) (k? = 4)I[(k +)(I -1EI,, , —

1-1 21
20 (k=1+2]) Elyyyp = (k=9 =DEl ;0 1. &1
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(20)
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my(k,1) = %[(k +1)(k +2)(k +3) (PA1g + PPci1-a)
Ak +3)(k? = 4)(PA1_z + PP2) +
6k (k* —9) (DA +PA1 )~ 4K =3)(K? —4) (DA 112 + PA1s2) +
(k=1)(k = 2)(k =3)(PA 114 + PP i14)]

m,, (K,1) =my, (k1) = —2(k2 “NIK+D(K+2) (Pl 112 = A 200ki1—2) —

2(k2 _4) (pl zok-I _pl za)k+|)+ (23)
(k=D (k =2)(Al 20142 = P20k s152)]

(22)

Na podstawie podanych wspotczynnikbw mozna wyznaczy¢ pozostate np.
Ky (K, 1) to suma wspotczynnikow okreslonych przez wzory (20) i (21) w kto-

rych odpowiednio: za EA,, podstawiono Gl ,, aza€El,,, podstawiono EI , ..

Pierwsze szesna$cie rownan uktadu (18) (gdy k =0, 1, 2, 3) jest spelnionych
tozsamosciowo. Rownania te zastgpuje si¢ Czternastoma rownaniami opisujacy-
mi warunkami brzegowymi. Przy definiowaniu warunkow brzegowych wyko-
rzystuje si¢ nastepujace wzory pozwalajace na obliczenie warto$ci wielomianow
Czebyszewa i ich pochodnych

1 m=0,

TM@={_ n ﬁ(mk) o0 TWE) =T Q. (24)
(2m-1u, ] ’

—m+1

4. Przyklady obliczeniowe

Przedstawiong metodg zastosowano do wyznaczenia czgstosci i form wia-

snych cienkos$ciennej, niepryzmatycznej belki monosymetrycznej przedstawio-
nej na rys. 1. Wystepujace tam wymiary przyjmuja nastepujace wartosci:
a=5m, h=0.5m, b, =0.5m, b, =0.1m ,b; =0.3m. Grubosci wszystkich
scianek blachownicy t=0.01Im. Natomiast parametry materiatowe przyjmuja
wartoéci: E =210-10°N/m?,G =80-10°N/m? , p = 7850 kg/m 3.
Analizowany uktad byt obustronnie sztywno utwierdzony, a zatem w punktach
x =71 spetnione s relacje U, =U, =U, =0=0, 6'=uj =u; =0. Po rozwi-
nigciu rownan opisujacych warunki brzegowe w szeregi Czebyszewa i wykorzy-
staniu wzorow (24) otrzymano dla warunkow u, (¥1) =0, 8'(¥1) =0 nastgpuja-
ce rownania
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80(11) :i ' (11)|+l |2 HI =0. (25)

u,(F)=> (*'u, =0,
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Dla pozostatych, analizowanych warunkow brzegowych uzyskane réwnania
sa analogiczne.

W celu weryfikacji otrzymanych rezultatow otrzymane wyniki poréwnano
z czgsto$ciami 1 formami wiasnymi wyznaczonymi z wykorzystaniem MES. Do
analizy uzyto programu Sofistik, modelujac uktad 100 pryzmatycznymi elemen-
tami skonczonymi o siedmiu stopniach swobody (w wezle). Pierwsze dziesigc
czestosci wlasnych przedstawiono w Tabeli 1. W zakresie form wtasnych po-
roéwnano pierwsze pie¢ form. Wykresy tych form oraz odchylenie migedzy nimi
oznaczone przez Err f, (x), k=12,...5 zostalo przedstawione na Rys. 2. Ze

wzgledu na monosymetryczno$¢ przekrojow (brak bisymetrii) formy te zazwy-
czaj sa formami sprzgzonymi, gigtno-skretnymi. Z tego tez wzgledu na Rys. 2
ich skladowe przedstawiono na oddzielnych wykresach. Linia czarng ( )
oznaczono formy uzyskane przedstawiona w pracy metoda, linia szara ( )
formy wyznaczone z pomoca MES.

Wykonano réwniez obliczenia dla uktadu z bisymetrycznym przekrojem.
Analizowany uktad miat takie same wymiary jak uktad z Rys. 1, z tym Ze pry-
zmatyczny prostokatny pas dolny zastapiono pasem o liniowo zmiennej szeroko-
$ci, identycznym jak pas gorny. W tym przypadku wykresy form wiasnych wy-
znaczone z pomoca MES i prezentowanej w pracy metody praktycznie pokrywa-
ty sig.
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Rys. 2 Wykresy form wtasnych oraz réznice migdzy formami wyznaczonymi MES i przedstawio-
na metoda

Fig. 2 Eigenforms and differences between results obtained using FEM and proposed method
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Tabela 1. Czgstosci wlasne uktadu

Table 1. Structure’s eigenfrequencies

Czestosci whasne [Hz]|
Nr Praca Sofistik Nr Praca Sofistik
1 11,12 11,11 6 58,00 57,32
2 13,17 12,91 7 68,69 67,64
3 29,92 29,68 8 95,32 93,82
4 35,46 34,89 9 101,28 100,56
5 36,86 36,73 10 112,76 110,63
5. Whnioski

Otrzymane wyniki potwierdzaja zgodno$¢ otrzymanych czgstosci wlasnych
z warto$ciami uzyskanymi z wykorzystaniem MES. Btad wzgledny dla pierw-
szych dziesigciu czgstosci zawarty jest w przedziale 0,09-2,01%. Gorsza zgod-
nos¢ uzyskano w zakresie form wtasnych. Jak wida¢ z Rys. 2 réznice te maja
jednak gtownie charakter ilosciowy. Jak juz wspomniano w przypadku belki
0 przekroju bisymetrycznych (dla ktorej z powodu ograniczonej objgtosci pracy
nie podano wynikow) réznice migdzy formami byty praktycznie niezauwazalne,
a migdzy czg¢sto$ciami wlasnymi byty zawarte w przedziale 0,08-2,54%

Warto podkresli¢ tez, ze koncowa posta¢ wyprowadzonych rownan (patrz
wzory (20)-(23)) pozwala na bezposrednie rozwiazanie belki o dowolnych pa-
rametrach geometrycznych i materialowych.
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ANALYSIS OF THE FREE VIBRATION OF A THIN-WALLED
NONPRISMATIC BEAM

Summary

This paper deals with the eigenvalue problem of a thin-walled nonprismatic beam described
in accordance with the Vlasov theory. The spatial vibration of the beam is described by four com-
pressed (in the general case) equations with variable coefficients. The equations have been solved
using the Czebyshev series. The method used is based on the theorem concerning the solution of
ordinary differential equations, presented in Paszkowski’s monograph: Numerical application of
Czebyshev polynomials and series (in Polish), PWN, Warsaw, 1975. The recurrence relations ob-
tained by solving the above theorem make it possible to determine the coefficients of the expan-
sions of the sought displacement and rotation functions into Czebyshev series. In the case of free
vibrations, the relations have the form of an infinite system of algebraic equations. The considera-
tions apply to a system with arbitrarily variable geometrical and material parameters. The derived
formulas make it possible to solve the eigenvalue problem of any beam. It is enough to substitute
the expansion coefficients of the parameters of the currently analyzed system into the infinite sys-
tem of equations. In order to verify the results the calculated eigenfrequencies and forms were
compared with the ones obtained using FEM. The Sofistik software was used for the FE analysis.
The system was divided into 100 finite prismatic beam elements with seven degrees of freedom.
As regards eigenfrequencies, the results obtained using the proposed method were found to be in
good agreement with the ones yielded by FEM. The agreement for the eigenforms was worse,
which was undoubtedly due to the significantly different ways of solving the considered systems.

Keywords: Vlasov theory, eigenfrequencies and forms, Czebyshev series, recurrence relations,
analytical solutions
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