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STOCHASTYCZNE DRGANIA BELKI
SANDWICZOWEJ WYWOLANE OBCIAZENIEM
RUCHOMYM. ANALIZA KORELACYJNA.

W pracy rozpatrywane sa stochastyczne drgania belki sandwiczowej swobodnie
podpartej wywotane stochastyczna sita poruszajaca si¢ ze stata predkoscia. Korzy-
stajac z podstawowych technik analitycznych przeprowadzono analiz¢ korelacyjna
dla stochastycznych drgan belki. Przedstawiono dla wariancji rozwiazanie cze-
$ciowo w formie zamknigtej. Rezultatem pracy jest zaprezentowanie wpltywu
predkosci z jaka porusza sig sita na losowa charakterystyke drgan, m.in. wariancji
przemieszczen pionowych i obrotu belki sandwiczowej. Wyprowadzono réwniez
zalezno$¢ na dynamiczny wspotczynnik dla obciazen stochastycznych.

Stowa kluczowe: belka sandwiczowa, stochastyczne drgania, obciazenie ruchome,
losowy wspotczynnik dynamiczny

1. Wstep

W konstrukcjach inzynierskim czesto spotykanym zjawiskiem jest wyste-
powanie drgan wywotanych poruszajacym si¢ obciazeniem. W rzeczywistosci
ruchome obciazenie dziatajace na konstrukcje obok sktadowej deterministycznej
moze mie¢ sktadowa nieregularna majaca charakter procesu stochastycznego.
W pracy przedstawione zostanie rozwigzanie dla problemu drgan tlumionych
belki sandwiczowej swobodnie podpartej wywotanych poruszajaca si¢ ze stalg
predkoscia sila skupiona, ktdra jest stacjonarnym procesem stochastycznym.

Konstrukcje sandwiczowe, zwane rowniez konstrukcjami przektadkowymi
lub warstwowymi, sa uktadami majacymi trojwarstwowa budowg. Konstrukcje
te zbudowane sa z dwoch cienkich warstw zewngtrznych charakteryzujacych sig
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wysokimi wiasciwo$ciami wytrzymato§ciowymi pomiedzy ktdérymi znajduje si¢
gruba warstwa $srodkowa o niskich wtasciwosciach mechanicznych [1-3]. Kon-
strukcje sandwiczowe znajduja obecnie zastosowanie w wielu gateziach prze-
mystu i wykonuje sig je z najbardziej zaawansowanych technologicznie materia-
16w. Obszar ich zastosowania ciagle si¢ poszerza, dzigki przede wszystkim idei
samych konstrukeji, ktore moga by¢ wytrzymate tak samo jak konstrukcje jed-
norodne, ale cechuja si¢ znacznie nizsza waga.

Zagadnienie zwiazane z obciazeniem stochastycznym dla belki Bernoulli-
Eulera w zakresie teorii korelacyjnej rozpatrywat L. Fryba [4-6]. W pracy [12]
rozpatrywano stochastyczne drgania belki, gdy sita porusza si¢ ruchem przyspie-
szonym, hamujacym i jednostajnym. Drgania belki nieskonczenie dtugiej, ktorej
przemieszczenie opisane jest ruchem Browna rozpatrywane byly w pracy [8].
Problem stochastycznych drgan belek wywotanych ruchomym obcigzeniem ana-
lizowany byt migdzy innymi w pracach [10-12].

W niniejszej pracy przedstawione zostanie rozwiazanie w zakresie teorii
korelacyjnej. Pomimo, Ze poruszajaca si¢ sita jest stacjonarnym procesem sto-
chastycznym reakcja belki jest niestacjonarnym procesem stochastycznym co
wynika z faktu, ze sita dziala na belke przez skonczony okres. Metodyka zasto-
sowana w pracy opiera si¢ na zatozeniach dotyczacych konstrukcji sandwiczo-
wych [7]. Ponizsza praca stanowi kontynuacje i poszerzenie rozwazan zaprezen-
towanych w pracy [9], w ktorej zaprezentowano rozwiazanie drgan niethumio-
nych dla deterministycznej sity ruchomej. Zastosowano podstawowy model ja-
kim jest belka swobodnie podparta w celu zaprezentowania algorytmu rozwia-
zania dla stochastycznych drgan konstrukcji sandwiczowych.

2. Rozwiazanie ogélne

Rozpatrywana jest klasyczna belka sandwiczowa 0 prostokatnym przekroju
poprzecznym sktadajaca si¢ z dwoch cienkich, sztywnych a zarazem elastycz-
nych oktadzin zewngtrznych i grubego rdzenia. Przyjgto nastgpujace zatozenia
przy analizie drgan belki wywotlanych ruchomym obciazeniem:

e Wazne jest prawo Hooke’a,

e w porownaniu z oktadzinami rdzen charakteryzuje si¢ duza podatnoscia,
zapewniajac jednoczesnie staty odstgp pomigdzy okladzinami,

e okladziny przenosza tylko sity osiowe,

e sily $cinajace sa przenoszone przez rdzen,

e ugiecie wszystkich warstw oraz przemieszczenie w kierunku normalnym jest
identyczne,

e warstwy okltadzinowe sa elastyczne, izotropowe i nie ulegaja deformacja
podczas $cinania,

e elastyczny rdzen przenosi tylko $cinanie i w ptaszczyznie normalnej naprg-
zenia sg pomijane;
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e Inercja podluznych drgan moze zosta¢ pominigta, natomiast inercja po-

przeczna jest dominujaca [7, 9].
Na ponizszych ilustracjach zaprezentowano przyjety dodatni zwrot
i przemieszczenia dla wycigtego elementu belki.
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Rys. 1. Geometria belki sandwiczowej oraz wypadkowe sit (na podstawie [7])
Fig. 1. Geometry of a sandwich beam section and internal forces (based on [7])
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Rys. 2. Schemat deformacji i przemieszczen elementu belki sandwiczowej (na podstawie [7])

Fig. 2. Deformations and displacements in a sandwich beam section (based on [7])
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gdzie symbol & oznacza delt¢ Diraca, g:m, przy czym
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L
0<t<—. Symbolem x oznaczono mase przypadajaca na jednostke dtugosci
\Y

belki a przez ¢ parametr thumienia. Symbolem w, =w,(x,t) 0znaczono prze-
mieszczenie belki prostopadle do jej osi a symbol @, =d_(X,t) oznacza kat
wynikajacy z wzajemnego przesunigcia si¢ warstw zewnetrznych. Symbolem b
oznaczono szeroko$¢ belki, symbol d . 0znacza wysokos$¢ belki. Przyjeto, ze ru-
choma sita skupiona P(t) poruszajaca si¢ ze stata predkoscia v (rys.3) jest sta-
cjonarnym procesem stochastycznym w szerszym sensie i przedstawiamy ja
w postaci sumy wartosci $redniej P odpowiadajacej deterministycznej czesci
sity i fluktuacji losowej P(t):

P(t)=P +P(t) @)
Przy czym
E[P(t)]=P =const. , E[P(t)]=0. @)

Symbolem E[] oznaczono operacje wartosci oczekiwane;.
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Rys. 3. Ruch losowej sity P(t) po dtugosci belki
Fig. 3. The motion of the random Force P(t) along the beam.

Przyjgto, ze funkcja kowariancyjna ruchome;j sity jest znana i jest rowna

CPP (tll tz) = E[Is(tl) Is(tz)] = CPP (tz _tl) = CPP (t) (5)
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Rozwiazanie od sktadowej statej P dla drgan nietumionych przedstawiono
w pracy [9]. W pracy zajmiemy si¢ tylko fluktuacja losowa P(t)rozpatrujac
drgania belki swobodnie podpartej. Dla belki swobodnie podpartej rozwiazania
poszukujemy w postaci:

w(ET) =Sy (sin 2%
- 6)

D (£,T)=D @, (t)cos L
n=1 L (7)
Podstawiajac powyzsze szeregi do rownan (1), (2) i zastapieniu P(t) wielkoscia

Is(t) oraz wykonaniu odpowiednich operacji przedstawionych wczesnigj
otrzymuje si¢ rozwiazanie w postaci:

v () == [, t-0P@)sin""dr,
ﬂl— cn (8)
o ()= [h, t-0)P@)sin " dr.
ﬂl— cn (9)
Impulsowe funkcje przejscia maja postac
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h, (t)=e® =,
cn Q
cn (10)
b, nz e sinQt
O Tl 6
2¢ cn (11)
Gbd, nz ’ _ C

> 200, =—.

,uLZ[ nz +b22CL} H
Korzystajac ze wzorow (8), (9) otrzymuje sie rozwiazanie dla funkcji kowarian-
cyjnych wspotrzednych uogoélnionych

4
Cron W =
70

. kmvr, . nnvr
[ Ih, @& =7)h, (t, =7,)Cepl(z, —7,)]sin - Lsin——2dzdr,,
00

gdzie: Q7 =®Z, —al przy czym @2, =

(12)



124 K. Misiurek, P. Sniady
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(13)
Stad otrzymamy szukane funkcje kowariancji dla przemieszczen belki
A . kzx, . nzx
CWch (Xla X21t1!t2) = chyckym (tl,t2)5|n TX15||"I TZ,
k=1 n=1 (14)
o~ kr nzXx
Coo, (X, %,t,5,)=>>"C, , (t.1,) cos <254 cos %z
k=1 n=1 L L (15)

Wariancje przemieszczen otrzymuje si¢ ze wzorow (14), (15) przyjmujac
X=X=Xit=t =t.

Warto podkresli¢, ze gdy poruszajaca si¢ sila jest procesem o rozktadzie nor-
malnym to funkcje przemieszczen belki (W, (X,t) , D, (X,t) ) sa takze procesami

o rozktadzie normalnym i wéwczas wyznaczone warto$¢ oczekiwana (od sity
statej) 1 funkcja kowariancji jednoznacznie okreslaja ten rozktad. Zatozenie, ze
proces wzbudzania drgan (ruchoma sita) jest procesem normalnym jest w pelni
uzasadniony, gdyz czgsto jest on suma wielu przypadkowych i niezaleznych
czynnikoéw. Przyktadowo losowos$¢ obciazenia wynika z poruszania sig pojazdu
po nierownej nawierzchni drogowej, ktorej profil zmienia si¢ w sposob przypad-
kowy.

Bazujac na rozwigzaniach powyzej, mozliwe jest wyznaczenie dynamicznego
wspotczynnika dla obciazenia losowego, ktore wyraza si¢ jako stosunek odchy-
lenia standardowego dla ugiecia dynamicznego do odchylenia standardowego

dla ugigcia statycznego wywotanego sita w punkcie X,

O X, t
VY, Xt =——"7-"—
2 ' ‘o a XXy
max Wep (16)

2 - [ nz *+b? L}sin@sin 7%
. oL ¢ L
gdzie: o, X, X, = Z 2

on dec n=1 nxz

Dynamiczny wspotczynnik dla obciazen losowych moze by¢ wykorzysty-
wany przy okreslaniu wartosci charakterystycznej dla rownowaznego obciazenia
statycznego.
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3. Rozwiazanie szczegolowe

Funkcja kowariancyjna ruchome;j sity moze mie¢ r6zna postac. Przyjmijmy,
Ze poruszajaca si¢ sita jest stacjonarnym procesem stochastycznym normalnym
typu ,bialy szum” a wigc funkcja kowariancji jest okre$lona wzorem

C,p (t) = 525(t) . Proces stochastyczny typu ,,bialy szum” czesto stosowany jest

do aproksymacji proceséw szeroko widmowych. Po podstawieniu tej funkcji
kowariancji do wzoru (12) otrzymuje si¢ wyrazenie

Cyck Yen (tl ! t2 ) =

4o " . knvr, . nzvr

(,uL;Z [[h,, t.—z)h,_(t,—7,)8(r, —7,)sin ——Lsin ——2dz,dr, =
00

4o? ! . knvr . nnvr

(y—LSZ thyck (t, —7)h,_(t, ~7)sin——sin——dr,

(17

W szczegdlnym przypadku gdy t, =t, =t i n=Kk po wykonaniu odpowiednich
catkowan otrzymuje si¢
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Pomijajac wzajemna kowariancje miedzy réznymi wspotrzednymi szukane wa-
riancje obliczane ze wzordéw uproszczonych (18), (19) przyjmuja postac:

o, (x,t)=

o0

(Gf Z [K 21 () + Ko (8) + K (8) + K, (1)]sin* —— n

TX

(20)
0'% (x,t) =
2
O'é S b22c nz 1 Kcnl (t) + Kcn2(t) + COSZ nzXx
(uL)* 5| nz *+ 5L | L [ Ko (6) + Ko (1) L e

Dynamiczny wspotczynnik dla obciazen losowych dla srodkowej przekroju
przgsta wynosi:

cnl(t) + Kcnz (t) + Kcn3 (t) + Kcn4(t)]3in2 n7ﬂ

DI‘ -
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4. Przyklad numeryczny

(22)

W tej czgsci pracy analizowane jest zachowanie si¢ belki sandwiczowej
swobodnie podpartej obciazone losowa sita ruchoma poruszajaca si¢ ze stata
predkoscia v po dlugosci belki L.

Obliczenia numeryczne zostaty przeprowadzone dla nastgpujacych zatozen:
e okladziny wykonane sa ze stali,
e rdzen wykonany jest z drewna klejonego warstwowo.

Przyjgto nastgpujace parametry obliczeniowe: L =5m, d; =0.4m, b=0.2m,

t. =t,, =0.0lm, E =205GPa, G, =780MPa, P =1kN.

W przyktadzie obliczeniowym przeanalizowano rézne predkosci z jaka porusza-
. : v Gbd

ta sig sita: o¢ =0, o¢ =0.2, o¢ =0.4, 0¢ =0.8, gdzie o, =— i V, = £

v H
C
jest predkoscia fali $cinajacej w rdzeniu belki sandwiczowej. Analiza numerycz-
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) . X
na zostata przeprowadzona dla zmiennych bezwymiarowych ¢ =L oraz T :V_Lt,

gdzie £ 0,1 oraz T e 0,1.

Na rysunkach nr 4 i 5 przedstawiono wykresy wariancji dla przemieszczen
pionowych i obrotu belki sandwiczowej w czasie przejazdu sity oraz w przekro-
jach charakterystycznych. Wraz ze wzrostem predkosci z jaka porusza sig sila
zmniejsza si¢ warto§¢ wariancji — jest to zwigzane z zaleznoscia ugigcia belki od
predkosci przejazdu sity.
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Rys. 4. Wykres wariancji dla ugigcia i obrotu belki, gdy sita dojechata do $rodka belki

Fig. 4. The variance for deflection and rotation of the beam when random moving force is inside

the beam
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Rys. 5. Wariancja ugiegcia srodka przgsta i obrotu belki na podporze w czasie przejazdu sity

Fig. 5. The variance of the center span deflection and the variance of the beam rotation on the
support during the passage of forces
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5. Whnioski

W pracy zaprezentowana zostata analiza korelacyjna belki sandwiczowej
swobodnie podpartej, obciazonej stochastyczng sita poruszajaca si¢ ze stalg
predkoscia. Analiza korelacyjna zostala przeprowadzona dla drgan ttumionych.
W celu wyznaczenia funkcji kowariancji wyprowadzono wzory na impulsowe
funkcje przejscia. Przyjeto rowniez pewne uproszczenia, m.in. pominigto wza-
jemna korelacje. Dla wariancji ugiecia i obrotu rozwiazanie przedstawiono cze-
$ciowo w formie zamknigtej. Analiza numeryczna przeprowadzona zostata przy
zatozeniu, ze poruszajaca si¢ sila jest stacjonarnym procesem stochastycznym
normalnym typu ,,bialty szum”. W ramach analizy numerycznej przedstawiono
wplyw predkos$ci z jaka porusza si¢ sita na losowa charakterystyke drgan: wa-
riancje przemieszczen pionowych i obrotu belki sandwiczowej. Wyprowadzono
zalezno$¢ na dynamiczny wspotczynnik dla obciazen stochastycznych.
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STOCHASTIC VIBRATIONS OF SANDWICH BEAM TRAVERSED BY
RANDOM MOVING LOAD

Streszczenie

Praca dotyczy drgan belki poddanej dziataniu skupionych i roztozonych sit harmonicznych,
z dotaczonymi translacyjno-rotacyjnymi ttumikami dynamicznymi. W obliczeniach przyjeto li-
niowy model belki Eulera-Bernoulliego, rownanie ruchu rozwiazano przy uzyciu metody Fouriera.
Zastosowanie czasowej transformacji Laplace’a pozwala na wyznaczenie amplitudy drgan
w funkcji czgstosci. Przyktady obliczen numerycznych dotycza zagadnien minimalizacji energii
kinetycznej catej belki lub jej cze$ci poprzez odpowiednie dostrojenie translacyjno-rotacyjnego
thumika drgan. Wyniki obliczen numerycznych potwierdzaja skuteczno$¢ stosowania translacyjno-
rotacyjnych ttumikdéw dynamicznych w belkach. W badanych przyktadach wyznaczono optymalna
strategi¢ dostrajania thumikoéw minimalizujaca energi¢ kinetyczna.

Stowa kluczowe: dynamiczny thumika drgan, drgania belki, thumienie drgan, strojenie
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