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ALGORYTM WYZNACZANIA WSPOLCZYNNIKA
CORIOLISA PRZEPLYWOW LAMINARNYCH

W KANALACH PROSTOKATNYCH

METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

W publikacji wyznaczono zalezno$¢ wspotczynnika Coriolisa przeptywow lami-
narnych w przewodach prostokatnych catkowicie wypetionych ptynem w zalez-
nosci od stosunku wysokosci do podstawy kanatu. Pola predkosci zostaty wyzna-
czone metoda elementéw brzegowych (MEB). W celu wykonania symulacji napi-
sano autorski program komputerowy LaminarFlowlD oraz przeprowadzono wali-
dacje metody na podstawie znanych rozwiazan teoretycznych.

Stowa kluczowe: wspotczynnik Coriolisa, MEB, obliczenia hydrauliczne

1. Wprowadzenie

W wielu zagadnieniach budownictwa i inzynierii srodowiska niezbedne sa
obliczenia hydrauliczne przeptywow pltyndw rzeczywistych przez przewody
zamkniete [1, 2]. W obliczeniach hydraulicznych, w ktérych stosuje si¢ rowna-
nie Bernoulliego [2], wprowadza si¢ uproszczenie w postaci predkosci $redniej
Vv 0raz vs:

2 2
V_1+ﬁ+zlzv_2+&+zz+Ahs (1)
29 p9 29 p9

gdzie: p; i p, — ci$nienia w przekrojach 1 i 2, Ah® — straty hydrauliczne.

Predkos$é srednig mozna wyznaczy¢ z zaleznosci [2]:

gdzie: Q — strumien objetosci przeptywu, A — pole przekroju przewodu.
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Naprezenia styczne w ptynach rzeczywistych podczas przeptywu powoduja
powstanie niejednorodnego rozktadu predkosci w przekrojach poprzecznych.
Wprowadzenie pr¢dkosci $redniej w postaci rozkladu jednorodnego niesie ze
soba bledy w cztonie energii kinetycznej, dlatego aby wykona¢ doktadne obli-
czenia hydrauliczne, do rownania Bernoulliego (1) wprowadzono wspotczynnik
poprawkowy Coriolisa [2]:

2 2
oV, V.
CAH - WP L R o +2,+Ah° (3)

29 pg ' 29 pg

Stosunek rzeczywistego strumienia energii kinetycznej do strumienia obli-
czonego z predkosci Sredniej v, czyli wspotczynnik Coriolisa, wyznacza si¢

sr?

z nastegpujacego wzoru [3]:

jvsdA
A

a =

AVe )

sr

gdzie v jest predkoscia w kazdym punkcie przekroju A.

W przypadku przewodow o przekroju kotowym dla przeptywow laminar-
nych wspotczynnik Coriolisa wynosi 2, natomiast dla przeptywow turbulentnych
jest on zblizony do jednosci. Wspodtczynniki Coriolisa dla przewodow o prze-
krojach réznych od kotowego mozna obliczy¢ eksperymentalnie lub numerycz-
nie. W pracy wyznaczono wzor okreslajacy wspotczynnik Coriolisa przeplywow
laminarnych dla przewodow o przekroju prostokata w funkcji stosunku wysoko-
sci do podstawy kanatu.

Do wyznaczenia pola predkosci niezbednego do obliczen wspotczynnikow
Coriolisa przyjgto model jednokierunkowego przeplywu cieczy lepkiej, w kto-
rym jest mozliwe okreslenie profili predkos$ci ustalonego ruchu cieczy w prosto-
liniowych przewodach o dowolnym ksztatcie w przekroju poprzecznym (rys. 1.).
Ustalony laminarny przeptyw cieczy lepkiej przez przewdd prostoosiowy (rys.
1.) opisuje rownanie [4]:

_1dp
udz

0%, 0%
> > =G, G= (5)
OX oy
gdzie: v, — predkos¢ przeptywu, dp/dx — gradient ci$nienia, 4 — wspolczynnik
lepkosci dynamiczne;j.
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A )/

p
Rys. 1. Szkic do analizy zagadnienia brze- Ax,y L
gowego w obszarze ptaskim — jednokierun- i -

kowy przeptyw przez przewod prostoliniowy Y

2. Brzegowe rownanie calkowe opisujace rozklad predkosci
W przewodzie prostoosiowym przeplywu laminarnego

Pole predkosci przeptywu jednokierunkowego mozna podzieli¢ na sktado-
wa predkosci przeplywu niezaktoconego v, oraz sktadowa predkosci przepty-

wu wzbudzonego $ciankami prostoliniowego kanatu v,, [5]:

V, =V, +V, (6a)
gdzie
l1dp o, .2
V, =——— X5+ 6b
S aad Yq (6b)

Funkcja (6b) spetnia rownanie (5). Warto$¢ predkosci na brzegu (L) material-
nym i nieprzepuszczalnym jest rowna zeru, wobec czego warunek brzegowy na
sciance (L) przyjmuje postac:

Vy(@)=-v,, gqelL (7)

W obszarze plaskim A przekroju przewodu prostoosiowego ograniczonym
brzegiem (L) rozwiazaniem rownania roézniczkowego (5) jest nastgpujace row-
nanie catkowe (rys. 1.) [5-7]:

L)+ [0, @K P, = [v,@EE.aL, (52)
(L) (L)
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gdzie:

K(p,q)=iln[}], ro=lp-a, (el @ecL (8b)

Pq

i (Xp - Xq)nx + (yp - yq)ny
2

Hum:ZE

» (PeL(@el (8c)

rpq

gdzie n, oraz ny, — wersory normalnej do brzegu (L).
Po wyznaczeniu ggstosci g,,(q) na linii brzegowej (L) predkos¢ v, w do-
wolnym punkcie obszaru (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:

v,(p) =— [ 9, (@K (p,a)dL, + [v,(@E(p,q)dL, +V..(p),
(L) (L)

P eA,(@elL 9)

Objetosciowy strumien przeptywu hydraulicznego przez przewdd o przekroju
poprzecznym (A) catkowicie wypelniony ciecza jest rowny:

Q= [Jv.(@dA (10)

M)

3. Wyznaczenie wspolczynnika Coriolisa przeplywéw laminarnych
w przewodach prostoosiowych — walidacja metody

W celu wyznaczenia wspotczynnikéw Coriolisa przeptywow laminarnych
w przewodach prostoosiowych napisano autorski program komputerowy Lami-
narFlowl1D. Schemat blokowy programu LaminarFlowlD zostal przedstawiony
na rys. 2. Pola predkosci w przekrojach przewodow zostaly wyznaczone metoda
elementow brzegowych [5-7]. Metoda ta nie wymaga tworzenia rozbudowanych
siatek numerycznych, jak to ma miejsce w popularnych metodach obszarowych,
np. w metodzie réznic skonczonych [8], w metodzie elementow skonczonych [9]
czy tez w metodzie objgtosci skonczonych [10]. Metoda elementéw brzegowych
rowniez redukuje o rzad wymiar rozwiazywalnych zagadnien, co znaczaco
wplywa na mniejsze zapotrzebowanie mocy obliczeniowej komputerow.

Obliczenia wykonano dla 4000 stalych elementow na brzegu L. Catki
w rownaniu (8a) zostaly wyznaczone numerycznie metoda trapezow [11], przy
zalozeniu 60 elementéw na pojedynczym panelu dl.

Walidacja metody zostata przeprowadzona przez poréwnanie wynikéw ob-
liczen metody elementdw brzegowych ze znanym rozwigzaniem teoretycznym
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wspotczynnika Coriolisa przeplywu laminarnego w przewodzie o przekroju
kotowym. Liczbg wewngtrznych elementéw trojkatnych w obszarze (A) przyje-
to zgodnie z danymi zawartymi w tab. 1. Przykladowa wewngtrzna siatka skta-
dajaca si¢ z 1000 trojkatnych elementéw zostata przedstawiona na rys. 3.

Program LaminarFlow1D (LF1D)

Czytanie danych: dyskretyzacja brzegu (L), dp/dz, p, p

eyt

Generowanie macierzy wspotczynnikow:

[Al= Igw(q)K(p,q)qu

(L)
Generowanie wektora warunku brzegowego:

[8]= jvw(q)E(p,quq

O
Rozwiazanie uktadu algebraicznych rownan liniowych:
Wektor rozwiazan:
Y IX1=g.@)

Il

Dyskretyzacja obszaru (A)
Wyznaczenie pola predkosci w obszarze (A),pe A:

v, () =- JQW(Q)K(P,Q)qu + J.VW(Q)E(D,Q)qu +V,,(p)

(L) (L)

11l

Wyznaczenie predkosci $redniej: V, J~V O)dA
Wyznaczenie wspotczynnika Coriolisa: o =2 T peA
Y

sr

PV Dy
i

Wyznaczenie liczby Reynoldsa: Re =

Rys. 2. Schemat blokowy programu obliczeniowego Laminar-
Flow1D (LF1D)

Blad rozwiazania metody elementow brzegowych dla wspotczynnika Co-
riolisa w zaleznosci od liczby trojkatnych elementéow w obszarze (A) wyzna-

czono z zalezno$ci:

a1 — Cyves
T

-100% (11)

Opeg =
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gdzie: aygg — wspolczynnik Coriolisa wyznaczony metoda elementow brzego-
wych, a; =2.0 — rozwiazanie teoretyczne wspoétczynnika Coriolisa dla prze-

ptywu laminarnego w przewodzie okragtym.
Btad metody MEB w zaleznosci od stopnia zaggszczenia siatki zostal
przedstawiony w tab. 1. Wraz ze wzrostem gestosci siatki w przekroju (A) btad

metody elementéw brzegowych maleje.

Tabela 1. Wspoétczynnik Coriolisa — btad rozwiazania MEB

Rozwigzanie Rozwigzanie
Lp. Ijiczbrfl teoret?/czne MEB 4%00 el. Blad MEB
trojkatow QTEO Q\VEB Aoyes
[-] [-] [%]
1 50 2,00000E+00 1,57218E+00 2,13908E+01
2 100 2,00000E+00 1,78271E+00 1,08646E+01
3 500 2,00000E+00 1,85332E+00 7,33390E+00
4 1000 2,00000E+00 1,94526E+00 2,73717E+00
5 5000 2,00000E+00 1,98633E+00 6,83304E-01
6 10000 2,00000E+00 1,99524E+00 2,37911E-01
7 50000 2,00000E+00 1,99831E+00 8,43248E-02
8 100000 2,00000E+00 1,99841E+00 7,95298E-02

Rys. 3. Przykladowa siatka do wy-
znaczania wspoétczynnika Coriolisa
sktadajaca sig z 1000 trojkatow

2 ! = I
10 -08 -06 -0.4 -0.2 00 02 0.4 0.6 0.8 1.0
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4. Okreslenie wzorow opisujacych wspolczynnik Coriolisa w przewodach
prostoosiowych o przekroju prostokata w funkeji stosunku wysokoSci
do podstawy

Aby wyznaczy¢ zalezno$é wspotezynnika Coriolisa w funkcji stosunku wy-
sokos$ci kanatu H do jego podstawy A, wykonano obliczenia numeryczne meto-
da elementéw brzegowych, zastosowana w programie obliczeniowym Laminar-
Flow1D dla obwodu przekroju kanatu podzielonego na 4000 liniowych elemen-
tow na brzegu (L) oraz 80000 elementoéw trojkatnych w obszarze przekroju (A).
W obliczeniach numerycznych catek (8b) oraz (8c) zastosowano catkowanie
trapezami oraz przyjeto 60 trapezéw na pojedynczym liniowym elemencie. Spo-
sob rozmieszczenia elementow trojkatnych w przekroju przewodu przedstawio-
no na przyktadowe;j siatce sktadajacej si¢ z 1000 elementow (rys. 4.)

-20

':5-50 45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Rys. 4. Przyktadowa siatka do wyznaczania wspotczynnika Coriolisa sktadaja-
ca si¢ z 1000 trojkatow

Na podstawie obliczen numerycznych MEB oraz aproksymacji otrzyma-
nych wynikow wyznaczono wzor okreslajacy wspotczynnik Coriolisa o
w funkcji stosunku wysoko$ci przewodu prostokatnego H do jego podstawy A:

H
Opec = | (Xj =>

H H

2 H (12)
e =0, 748(Kj +1, 351[?} +154, 0<-<1

Aby sprawdzi¢ doktadnos¢ zaleznosci (12), wyznaczono btad JSape. z€
Wzoru:
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Ames ~ XRrec

Stlpec = -100% (13)

A\vEB

gdzie: oy — Wspotczynnik Coriolisa wyznaczony metoda numeryczna, opec

— rozwiazanie wspotczynnika Coriolisa ze wzoru (12).
W tabeli 2. przedstawiono btad zaleznosci dage dla wybranych argumen-

tow H/A. Maksymalny btad wyprowadzonej funkcji agec nie przekracza warto-

sci 1,0%, co $wiadczy o duzej doktadnosci wyznaczonej funkcji (12).

Tabela 2. Wspotczynnik Coriolisa w przewodzie prostokatnym — btad rozwiazania orggc

Stosunek Rozwigzanie Rozwiazanie Blad funkcji
Lo bokéw H/A MEB 4000 el. arec = T(HIA) arec = F(HIA)
H/A QmEeB Qrec Aarec
[-] [-] [-] [%]

1 1,00000E+00 2,15405E+00 2,14700E+00 3,27421E-01
2 8,75000E-01 2,14933E+00 2,15344E+00 1,91041E-01
3 7,50000E-01 2,13242E+00 2,13650E+00 1,91490E-01
4 6,25000E-01 2,09793E+00 2,09619E+00 8,28378E-02
5 5,00000E-01 2,03878E+00 2,03250E+00 3,08183E-01
6 3,75000E-01 1,94802E+00 1,94544E+00 1,32380E-01
7 2,50000E-01 1,82076E+00 1,83500E+00 7,81972E-01
8 1,25000E-01 1,68454E+00 1,70119E+00 9,88115E-01
9 5,00000E-02 1,59849E+00 1,60968E+00 7,00249E-01

Na rysunku 5. przedstawiono graficzne poréwnanie funkcji wspotczynnika Co-
riolisa apee z rozwiazaniem metody brzegowych réwnan catkowych.

Wzér (12) mozna réwniez stosowa¢ w mikroprzeptywach [12-14], gdzie
profile predkosci sa zgodne z profilami w makroprzeptywach.

Na rysunku 6. wykreslono przyktadowe izotachy przeptywu wody w prze-
wodzie prostokatnym o stosunku bokow H/A: a) 1, b) %, c¢) ¥, d)¥4 dla Re = 100.
Liczba Reynoldsa zostata obliczona, korzystajac ze wzoru [1]:

v, D 2HA
Re:—sr h, Dh =

v H+A

(14)

gdzie: D, — érednica hydrauliczna, v = 0,0128 cm?/s — kinematyczny wspot-
czynnik lepkosci.
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Rys. 5. Poréwnanie wyprowadzonej funkcji (12) wspot-
czynnika Coriolisa Qge z rezultatami obliczen metody
elementéw brzegowych
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Rys. 6. Przyktadowe pola predkosci w przewodzie prostokatnym dla Re = 100: a) H/A = 1.00,
b) H/A =0.75, ¢) H/A = 0.50, d) H/A = 0.25
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5. Whioski

Na podstawie przeprowadzonych symulacji komputerowych sformutowano
nastgpujace wnioski:

1) wraz ze wzrostem wartosci stosunku wysokosci H do podstawy A prze-

wodu prostokatnego przy zatozeniu H < A wspotczynnik Coriolisa ro$nie
i osiaga maksimum dla H/A réwnej jednosci,

2) zaleznos$¢ « = f(H/A) z dostateczna doktadnos$cia mozna przyblizy¢ wie-

lomianem drugiego stopnia.

Wzér (12) moze by¢ stosowany w zagadnieniach przeptywdw laminarnych
przez przewody prostoosiowe o przekroju prostokata, w ktérych wymagana jest
wysoka doktadno$¢ obliczen hydraulicznych.

Metoda brzegowych rownan catkowych jest metoda konkurencyjna w sto-
sunku do metod siatkowych, takich jak metody réznic skonczonych czy tez ele-
mentéw skonczonych, poniewaz do obliczen pola predkosci w przekroju prze-
wodu nie jest wymagana budowa pracochtonnych siatek.

Zastosowana metoda elementow brzegowych w wyznaczaniu profili pred-
kosci w przekrojach moze by¢ przydatna zwlaszcza w przeptywach w mikro-
kanatach. Jednoczesnie nalezy podkre§li¢, ze pozwala ona zastapi¢ bardzo kosz-
towne eksperymenty.
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IMPLEMENTATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
FOR THE SOLUTION OF CORIOLIS COEFFICIENT UNIDIRECTIONAL
LAMINAR FLOW THROUGH STRAIGHT RECTANGLE DUCTS

Summary

The subject of the presented elaboration is the application of the boundary integral method to
calculating Coriolis coefficient (kinetic energy coefficients) driven unidirectional laminar flow in
rectangle ducts. The results of calculations the Coriolis coefficient of unidirectional flow through
circle pipes with comparisons of numeric solutions with accessible in the literature with analytic
solutions showing the satisfactory exactitude and the efficiency the method boundary integral
equations to the solution this class of problems of flow in technical uses.
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