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DRGANIA WLASNE SLUPOW W KSZTALCIE
SCIETEGO STOZKA

Przedmiotem analizy jest pierwsza posta¢ drgan wlasnych (gigtnych) stupow o
dolnym koncu utwierdzonym, a gérnym swobodnym, z materialu jednorodnego i
sprezystego. Badane stupy maja ksztatt Scigtego stozka o réznych zbieznos$ciach
scianek bocznych, od stozka do walca. Metoda energetyczna okres§lono pierwsza
czgstos¢ drgan whasnych, przyjmujac rozny ksztatt wychylenia osi podiuznej drga-
jacego stupa, okreslonej funkcjami: cosinus, kwadratowa, szescienna i linig ugigcia
statycznego osi stupa pod dziataniem sity poziomej przytozonej do jego wierz-
chotka. Otrzymane czgstosci (wzglednie okresy drgan) pordwnano z wynikami
uzyskanymi metoda elementéw skoniczonych (ANSYS) i z obliczeniami wediug
tablicy Z-2-2 normy PN-77/B-02011. Dobra zgodno$¢ wynikéw wystepuje jedynie
w zakresie matych zbiezno$ci $cianek stozka. Stwierdzono duza zgodnos$¢ ksztattu
linii ugigcia osi podtuznej stupa wychylonej podczas drgan (okreslonego w pro-
gramie ANSYS) z ksztaltem linii ugiecia statycznego stupa (belki wspornikowej)
przy obciazeniu ciaglym o wartoSci statej i liniowo zmiennej. Przyjecie takich
ksztattow deformacji osi drgajacego stupa do wyprowadzenia metoda Rayleigh’a
wzoréw na pierwsza czgstos¢ drgan wlasnych moze wige prowadzi¢ do lepszej do-
ktadnosci wynikéw (zgodnosci z obliczeniami MES).

Stowa kluczowe: stup stalowy, linia ugigcia, pierwsza czgsto$¢ drgan wlasnych

1. Okres drgan wlasnych

Czestosci kolejnych postaci drgan wiasnych belki mozna otrzymac rozwia-
zujac dla okreslonych warunkéw brzegowych rownanie drgan belki Bernoulle-
go—Eulera. W pracy [2] dla belki w ksztalcie $cigtego stozka podano rozwiaza-
nie w postaci funkcji Bessela, a zastagpienie ich wielomianami umozliwito uzy-
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skanie rozwiazan numerycznych. Inne metody i dalsze wyniki rozwiazan dla
belek o zmiennych przekrojach poprzecznych oméwiono w pracy [3].

Autorzy tej pracy stawiaja sobie za cel wyprowadzenie metoda Rayleigh’a
przyblizonych wzoréw na pierwsza czgstos¢ drgan wilasnych (gigtnych) stupow
wspornikowych w ksztalcie $cigtego stozka. Zatozono, ze amplituda drgan jest
mata, material jednorodny, izotropowy i idealnie sprgzysty, a masa jest roztozo-
na w sposob ciagly, co prowadzi czasem do duzych trudnosci przy catkowaniu.
Jesli znajdzie sig¢ jednak rozwiazanie zamknigte, uzyskujemy wzor tak prosty, ze
do obliczenia czestosci (lub okresu) drgan wystarcza podreczny kalkulator.

W metodzie Rayleigh’a zaktada si¢ ksztatt wychylenia osi slupa podczas
drgan. Przyjeto, ze ksztalt ten jest opisany linia ugiecia statycznego osi shupa
pod dziataniem sity poziomej, przylozonej do jego wierzchotka, funkcja trygo-
nometryczna jak we wzorze (1), funkcja kwadratowa (2), oraz sze$cienna (3).
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gdzie: u,h —wspodtrzgdne (u okresla ugigcie, h — wysokos$c),
H — wysokos¢ stupa,
P — sita pozioma przytozona do wierzchotka stupa,
f — przemieszczenie wierzchotka stupa pod dziataniem sity P =1.

Przy zatozeniu, ze wychylona podczas drgan o$ stupa w ksztalcie Scigtego
stozka ma ksztalt linii ugigcia statycznego pod dziataniem sity skupionej P,
okres drgan wyrazony jest wyprowadzonym w pracy [4] wzorem
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p — gesto$¢ masy,
E — modut sprezystosci podtuznej,

n— iloraz $rednic stupa: dolnej D i gornej d; n = % .

Warto zauwazy¢, ze w zadnym z powyzszych przypadkéw nie mozna wy-
znaczy¢ okresu drgan stupa w ksztalcie stozka, bo wyrazenie na ugigcie wierz-
chotka stozka przytozona do niego sita poprzeczna nie ma sensu matematyczne-
go. Okres drgan walca nie moze by¢ traktowany jako przypadek szczegdlny
okresu drgan $cigtego stozka; wzory dla walca sa wyprowadzane oddzielnie.

Na rysunku 1 poréwnano okresy drgan wiasnych stalowych stupow
w funkcji zbieznosci $cianek bocznych stozka, okreslonych parametrem n. Obli-
czenia wykonano dla stupow stalowych o wysokosci H = 6 m, srednicy podsta-
wy D =20 cm i $rednicach glowicy od d = 0 (stozek) do d = 20 cm (walec).

Wyniki obliczen MES w programie ANSYS sa bardzo bliskie wynikom
pracy [2] i obliczeniom wedhug tablicy Z-2-2 normy PN-77/B-02011 [7]. Obli-
czenia wedtug wzorow 4 i 5 cechuje dobra zgodno$¢ z MES w zakresie matych
zbiezno$ci stozka, przy duzych wartosciach parametru n wyniki sa niezgodne.
Wzory (6) i (7), a szczegdlnie (7) gorzej odzwierciedlaja wyniki obliczen MES.
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Rys. 1. Poréwnanie okresow drgan obliczonych: 1— wedtug wzoru (4), 2— we-
dhug (5), 3— wedtug (6), 4— wedtug (7), 5- MES (ANSYS), 6— wedlug PN-
77/B-02011

Fig. 1. Comparison of natural periods calculated: 1- by eq. (4), 2- by eq. (5),
3- by eq. (6), 4- by eq. (7), 5- using FEM (ANSYS), 6— according to the stan-
dard PN-77/B-02011

Wzory (4+7) mozna — przy niewielkiej modyfikacji — wykorzysta¢ do slupow
w ksztalcie ostrostupa Scigtego prawidtowego i dla szczegdlnego przypadku rury
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stozkowej, gdy tworzace stozka zewngtrznego i wewngtrznego (otworu) przeci-
naja si¢ w jednym punkcie na osi stozka [4]. Natomiast préba wyprowadzenia
wzoru analogicznego do (4) dla stupa w ksztalcie wspotosiowo wydrazonego
Scigtego stozka, prowadzi do znacznych trudnosci obliczeniowych [5].

2. Ksztalt linii ugiecia osi stupa

2.1. Wyniki obliczen w programie ANSYS

Im doktadniej w obliczeniach metoda Rayleigh’a przyjmiemy ksztatt linii
wychylenia osi drgajacego stupa, tym doktadniejsze beda wyniki obliczenia cze-
stosci i okresu drgan [1]. Poniewaz nie jest znany rzeczywisty ksztalt osi drgaja-
cego stupa, jako podstawe do oceny analizowanych linii odksztatcenia przyjeto
wyniki obliczen MES (z programu ANSYS), ktore pokazano na rys. 2. Odno-
szac ugiecia na danej wysokosci do ugiecia wierzchotka stupa, a wysokosci do
wysokosci stupa, otrzymano wykresy dla wartosci bezwymiarowych. Poszcze-
g6lne krzywe dotycza roznych zbieznosci Scianek stozka.
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Rys. 2. Ksztalt wychylenia osi drgajacego stupa okreslony MES (ANSYS)
Fig. 2. Deflection form of the column axis during the vibration determined by
FEM (ANSYS)

2.2. Badane przypadki ugiecia statycznego

Okreslono ksztalty linii ugigcia odwzorowujacych stupy belek wsporniko-
wych w ksztalcie Scietego stozka, pod statycznie dziatajacym obciazeniem.
Uwzgledniono site skupiona przytozona do swobodnego konca (rys. 3a), obcia-
zenie ciagle o statej wartosci (rys. 3b) i obciazenie ciagle liniowo zmienne, pro-
porcjonalnie do zmiany $rednicy preta (rys. 3c). Ugiecia policzono catkujac
rownania rozniczkowe osi odksztalconej preta. Srednice preta i moment bez-
wladnosci przekroju wyrazono w funkcji wspotrzednej X



Drgania wtasne stupow w ksztalcie Scigtego stozka 37

~

~ D&
- 64

D-d )

D€ =d+ x (8); J&

Momenty gnace dla kolejnych przypadkow z rysunku 3a, 3b i 3¢ wyrazono jako
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1 wstawiono do réwnania rozniczkowego osi ugigtej
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wprowadzajac w celu uproszczenia zapisu podstawienie

D-d ~d
a=—r—= ¢-1 by (14)
gdzie: x,u— wspotrzedne (u okresla ugigcie),

P — sita skupiona,

g — obciazenie ciagle,

d , D — $rednice preta,

H — dtugos¢ preta,

J — moment bezwladnosci przekroju,

M — moment zginajacy.
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Rys. 3. Belki wspornikowe: a) obciazenie sita skupiona na swobodnym koncu, b) obciazenie
ciagle stale, c) obciazenie ciagte liniowo zmienne, d), ) przypadki szczegolne

Fig. 3. Cantilever beams: a) concentrated load on the free end, b) uniformly loaded, c) linear
variable continuous load, d), e) special cases
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Dla obciazenia sita skupiona przytozona do swobodnego konca preta (jak
na rysunku 3a) otrzymano po scatkowaniu zalezno$¢

Ue 3ifz{3o—2d«_+4j+3zz d—iP+_ 1 d . (15)
aEa“D 3D ata®| 3D ax+d 3€x+d °

dla obciazenia ciaglego o stalej wartosci (jak na rysunku 3b) rownanie
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W przypadku obciazenia belki sita skupiona P przytozona na jej swobod-
nym koncu lub obciazeniem ciaglym o statej wartosci g, rozwigzanie dla ugigcia
swobodnego konca preta w ksztalcie stozka nie istnieje. Natomiast dla przypad-
ku obciazenia ciaglego liniowo zmiennego jak na rysunku 3d, przytozonego do
stupa w ksztalcie stozka, gdy X dazy do 0, ugigcie dazy do wartosci

Ue 32qH"*
37ED*

(18)
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Ugiecia belek w ksztatcie walca (rys. 3e) nie sa przypadkiem szczegdlnym
rozwiazan dla Scigtego stozka i policzone zostaty oddzielnie. Dla obciazenia cia-
glego o stalej wartosci g, ugiecie wyrazone jest jako

u=—59 (3H4—4H3X+X4J (19)
32eD*

Linie ugigcia belek pokazano na rysunkach 4 i 5. Kolejne wykresy na ry-
sunku 5 odnosza si¢ do réznych sposoboéw obciazenia belki. Poréwnujac ksztatt
tych linii z wyznaczonym metoda elementow skonczonych ksztaltem osi drgaja-
cego stupa, pokazanym na rysunku 2, mozna oceni¢, dla ktérego z obciazen linie
ugigcia najlepiej odwzorowuja ksztaltt wychylonej osi drgajacego stupa.
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2.3. Ocena zgodnosci ksztaltu linii ugig¢cia z ksztaltem wychylenia osi
slupa podczas drgan swobodnych

W celu oceny, jak blisko potozone sa linie ugigcia wzgledem wychylonej
osi drgajacego stupa wprowadzono wskaznik podobienstwa w (wzér 20), bedacy
pierwiastkiem z sumy kwadratow réznic pomigdzy warto$ciami bezwymiarowe-
go ugigcia statycznego i bezwymiarowych rzgdnych linii wychylenia osi drgaja-
cego stupa, okreslonej w programie ANSYS. Zsumowano warto$ci dla o$miu
punktéw roztozonych rownomiernie na wysokosci stupa i dla stupdéw o czterech
roznych zbieznosciach $cianek stozka (n = 1, n = 4/3, n = 2, n = 4). Im nizsza
warto$¢ wskaznika, tym mniejsze réznice pomigdzy krzywymi.

w= |3 |3 (2 (20)

i=1]j=1
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Rys. 5. Linie ugigcia belek
wspornikowych: a) przy
obciazeniu sita skupiong na
swobodnym koncu, b) przy
obciazeniu ciagtym statym,
C) przy obciazeniu ciaglym
liniowo zmiennym

Fig. 5. Bending lines of
cantilever beams: a) by
concentrated load on the
free end, b) uniformly
loaded, c) by linear varia-
ble continuous load

R =

Wskaznik podobienstwa dla réznych krzywych ugigcia poréwnano na
rys. 6. Linie ugigcia okre§lone funkcja trygonometryczna i zaleznoscia kwadra-
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towa lub szeScienna sa niezalezne od zbieznosci $cianek bocznych stupa, nie
moga wigc dobrze opisywac ksztaltu osi drgajacej stupow o réznych zbiezno-
$ciach scianek bocznych. Wskazniki podobienstwa przyjmujq dla nich wysokie
warto$ci. Takze linia ugigcia belki wspornikowej pod dziataniem sity skupionej
przytozonej do swobodnego konca preta znacznie odbiega od ksztattu osi drga-
jacej a wskaznik podobienistwa ma niekorzystnie duza wartos¢. Niska wartos¢
wskaznika stwierdzono dla linii ugigcia pod obciazeniem ciagtym o statej warto-
$ci i1 stosunkowo niska warto$¢ dla obciazenia ciaglego liniowo zmiennego.
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Rys. 6. Wskazniki podobienistwa dla krzywych opisanych: A) funk-
cja trygonometryczna wedhug wzoru (1), B) funkcja kwadratowa we-
diug (2), C) funkcja szescienng wedtug (3), D) linia ugigcia pod dzia-
taniem sily skupionej wedtug wzoru (15), E) linia ugigcia przy sta-
tym obciazeniu ciaglym wedtug (16), F) linig ugigcia przy obcigze-
niu ciagltym liniowo zmiennym wedtug (17)

Fig. 6. Similarity index for curves described with: A) trigonometric
function (eq. 1), B) second-degree function (eq. 2), C) third-degree
function (eq. 3), D) bending line by concentrated load on the free end
according to eq. (15), E) deflection line by uniform load (eq. 16), F)
deflection line by linear variable continuous load (eq. 17)

3. WhiosKi

Mozna si¢ spodziewac, ze dobra zgodno$¢ wynikow z obliczeniami metoda
elementow skonczonych otrzymamy wtedy, kiedy do wyprowadzenia metoda
Rayleigh’a wzoru na pierwsza czgsto$¢ drgan wlasnych stupow wspornikowych
w ksztalcie $cigtego stozka przyjmiemy wychylenia osi drgajacej stupa w posta-
ci linii ugigcia pod dziataniem obciazenia ciagtego o stalej wartosci, jak na ry-
sunku 3b.

Interesujace byloby tez wyprowadzenie wzorow z zatozeniem ksztattu osi
drgajacego stupa w postaci linii ugigcia pod dziataniem obciazenia statego li-
niowo zmiennego (jak na rysunku 3c¢), gdyz uzyskalibySmy wtedy mozliwosé
obliczenia pierwszej czestosci drgan wlasnych stupa w ksztalcie stozka.
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FREE VIBRATION OF TRUNCATED-CONE COLUMNS

Summary

The topic of this study is the form of deflection line in the first mode of natural transverse
vibration of homogenous and elastic columns with clamped bottom and free head. The columns
are shaped as truncated-cones with different inclination of lateral faces, from cylinder to cone. The
first frequency of free vibration was determined by the energy method. The deflection line of a
column axis during the vibration was assumed in forms of the cosine function, second-degree or
third-degree function and bending line of a column axis by concentrated load acting on the free
end. Resulting frequencies (or periods) were compared with these obtained using FEM (program
ANSYS) and calculated according to the table Z-2-2 of the standard PN-77/B-02011. A good con-
sistency of the deflection line of vibrated column determined using the program ANSYS with the
form of a static bending line of cantilever beam by uniform load and by linear variable continuous
load was observed. Assuming such forms of axis deformation during the vibration of columns in
the derivation of formulas for the first natural frequency by Rayleigh's method can lead to a better
accuracy of results (better accordance with the FEM).

Keywords: steel column, bending line, first natural frequency
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