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WPLYW DUZYCH PREDKOSCI W ANALIZIE
STOCHASTYCZNYCH DRGAN MOSTU
KOLEJOWEGO Z LOSOWO ZMIENNA
SZTYWNOSCIA PODSYPKI

Przedmiotem pracy jest analiza drgan belkowego mostu kolejowego z nawierzch-
nia podsypkowa, obciazonego przejazdami pociagu z duzymi predkosciami.
W analizie uwzgledniono losowe zmiany sztywnosci podsypki wzdtuz toru kole-
jowego. Przedstawiono dynamiczny model pociagu, sktadajacy si¢ z pojazdow
szynowych o 6 stopniach swobody i wyprowadzono rownania drgan uktadu: dzwi-
gar mostowy — nawierzchnia podsypkowa — pociag. Stosujac metode Monte Carlo
Wy-znaczono przebiegi czasowe wartosci oczekiwanych i odchylen standardo-
wych, do-tyczacych przemieszczen i przyspieszen drgan. Przedstawiono wykresy
ilustrujace zalezno$¢ maksymalnych warto$ci badanych charakterystyk probabili-
stycznych od predkosci pociagéow. Na podstawie analizy wynikow obliczen sfor-
mutowano wnioski dotyczace oceny wptywu duzych predkosci na: a) wartosci
oczekiwane ugie¢ i przyspieszen toru i dzwigara, b) odchylenia standardowe jako
miary rozrzutu drgan, spowodowanego losowymi zmianami sztywno$ci podsypki.

Stowa kluczowe: mosty kolejowe, drgania losowe, symulacje Monte Carlo, cha-
rakterystyki probabilistyczne, analiza przemieszczen, analiza przyspieszen

1. Wprowadzenie

Obecnie obserwuje si¢ na $wiecie intensywny rozwoj sieci szybkich pota-
czen kolejowych. W wielu krajach sa rozbudowywane trasy kolejowe przysto-
sowane do duzych predkosci, budowane sa linie nowe i modernizowane sa linie
istniejace. Takze w Polsce sa opracowywane plany budowy Kolei Duzych Pred-
kosci. Najnowsza koncepcja KDP w Polsce przewiduje budowe tzw. linii Y,
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czyli trasy kolejowej, ktora potaczy Warszawe, £06dz, Poznan i Wroclaw, za-
pewniajac rozwinigcie predkosci ok. 300 km/h.

Zwigkszenie predkosci taboru szynowego powoduje wzrost dynamicznych
oddziatywan pojazdow na nawierzchnie kolejowe oraz obiekty inzynieryjne,
w tym mosty kolejowe [11], co jest niekorzystne z punktu widzenia trwato$ci
konstrukcji, komfortu jazdy a nawet bezpieczenstwa uzytkowania. Stad, duze
znaczenie maja badania umozliwiajace prognozg i oceng drgan w kontekscie
duzych predkosci i wplywu réznych warunkow eksploatacyjnych.

Efekty dynamiczne obciazenia ruchem kolejowym w duzym stopniu zaleza
od nieregularnosci nawierzchni kolejowej, geometrycznych i materialowych,
ktére pojawiaja si¢ w trakcie eksploatacji — nawet na liniach duzych predkosci
0 wysokim standardzie technicznym [8]. W literaturze mozna znalez¢ wiele pu-
blikacji, w ktorych autorzy uwzgledniaja nierownosci geometryczne Szyn
w analizie drgan mostéw kolejowych (np. [2], [12]), natomiast efekty spowodo-
wane zmiennos$cia cech podsypki tluczniowej sa zazwyczaj pomijane. To podej-
$cie nie wydaje si¢ wlasciwe, jesli wezmiemy pod uwage wyniki analiz drgan
toru podsypkowego potozonego na podtorzu gruntowym [1]. Wedlug Dahlberga
[8], zmiany sztywnosci podsypki wzdluz toru kolejowego moga znaczaco
wptywaé na oddziatywania dynamiczne miedzy pojazdem i torem, a ich wptyw
jest podobny do wptywu nieréwnosci szyn.

Wobec powyzszego, efekty zmian sztywnosci podsypki nie powinny by¢
pomijane a priori w analizie drgan mostow kolejowych, szczegdlnie w przypad-
ku ruchu pociagéw z duzymi predkosciami. Stad, jako cel niniejszej pracy przy-
jeto oceng tych efektow w zaleznos$ci od predkosci ruchu pociagéow. Zagadnienie
bedzie rozwazane w ujeciu losowym, przy zalozeniu, ze zmiany sztywnoS$ci
podsypki wystepujace na liniach duzych predkosci sa niewielkie, przypadkowe,
spowodowane dziataniem wielu roznych niezaleznych czynnikow, takich jak np.
wplywy eksploatacyjne, sSrodowiskowe, zabiegi utrzymaniowe, nierOwnomierne
zageszczenie. Badane beda przemieszczenia dynamiczne i przyspieszenia drgan
mostu z nawierzchnig podsypkowa, w ktorej sztywnos¢ podsypki oscyluje loso-
wo na dtugos$ci toru, wokot statej wartosci sredniej. Zmiany sztywnosci podsyp-
ki beda opisane funkcja losowa o zadanej autokorelacji, zalezna od zmiennej
przestrzennej mierzonej wzdtuz osi toru [5]. Wplyw zmian sztywnos$ci bedzie
0szacowany na podstawie analizy charakterystyk probabilistycznych drgan spo-
wodowanych przejazdem pociagu z duzymi predko$ciami.

Wzigto pod uwage fakt, ze drgania mostu sa niestacjonarnymi procesami
stochastycznymi, ktore wyznacza si¢ na podstawie rozwiazania rownan ruchu
0 zmiennych wspotczynnikach. Stad, do wyznaczenia badanych charakterystyk,
czyli warto$ci oczekiwanych i odchylen standardowych, zastosowano metodg
symulacyjna Monte Carlo. W analizach numerycznych wykorzystano metodyke
i wnioski z wczesniejszych badan autorow, opisanych w publikacjach [4]-[7].
Badania te wykazaly migdzy innymi, Zze odchylenia standardowe drgan, szcze-
golnie przyspieszen, istotnie zaleza od sposobu modelowania pojazdu szynowe-
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go [7]. W zwiazku z tym, przyjeto do obliczen bardziej realistyczny model ob-
ciagzenia ruchem taboru kolejowego niz w pracach poprzednich, gdzie rozwaza-
no obciazenie w postaci uktadu ruchomych nieresorowanych mas skupionych.
Rozbudowano wczesniej stosowany model obliczeniowy mostu kolejowego po-
przez wprowadzenie dodatkowego poduktadu dynamicznego o wilasnych stop-
niach swobody, ktory reprezentuje pojazd szynowy.

2. Model obliczeniowy ukladu most — tor — pociag

2.1. Dynamiczny model pociagu

W pracy przyjeto powszechnie stosowany w literaturze model dynamiczny
pociagu, w postaci zespotu N, powtarzalnych pojazdow (jednostek napedowych)
na dwuosiowych wodzkach jezdnych z dwustopniowym ukladem zawieszenia
(por. [3]). Zatozono, ze kazdy pojazd sktada si¢ z nadwozia, dwoch wozkow
jezdnych oraz czterech zestawow kotowych, potaczonych ze sobg uktadem wigzi
sprezysto-tltumiacych modelujacych pierwszy i drugi stopien zawieszenia —
rys. 1. Nadwozie oraz dwa wozki jezdne sa traktowane jako sztywne tarcze ma-
sowe, posiadajace dwa niezalezne dynamiczne stopnie swobody: przemieszcze-
nie pionowe w; oraz obrot ¢;, gdzie i = 1, 2, 3. Masy i centralne biegunowe mo-
menty bezwladno$ci masy nadwozia i wozkow jezdnych oznaczono kolejno
symbolami: M, J. oraz My, Jp. Parametry sztywnosci i ttumienia zawieszen wy-
nosza odpowiednio: ki, ¢y oraz ky, C».

Przyjgto, ze zestawy kotowe o masie M,, pozostaja w pelnym kontakcie
z szyna podczas ruchu pociagu, stad ich pionowe przemieszczenia W;...W, sa
rownocze$nie ugigciami szyny w punktach kontaktu. W ten sposob, drgania
kazdego pojazdu sa opisane przez 6 wewnetrznych stopni swobody zebranych w
wektorze w, oraz 4 przemieszczenia pionowe szyny $ledzace potozenie osi ze-
stawow kotowych, zebrane w wektorze W,, gdzie

T T
Wy = (W, Wa, Wa, @1, @2, 5], Wy, =W, Wa, W3, Wy ] (1)
4 € N (=]
@, 2 M.,
w1 g ? (nadwozie)
Cl kl Cl kl M J
G P (bl
kz, C er lo
M,
w kolowy
Wi % W; W, e WV (zestaw kotowy)

Rys. 1. Dynamiczny model pojazdu szynowego
Fig. 1. Dynamic model of a single vehicle
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Po sporzadzeniu bilansu energetycznego i wykorzystaniu réwnan Lagran-
ge’a otrzymuje si¢ rownanie drgan pojazdu, ktore mozna zapisa¢ w nastgpujace;j
postaci ogolnej

BW; +C,W; +K,w; =F , gdzie w;, = {WV} )

v v \% v % WV iv
Indeks ,,i,” oznacza numer pojazdu liczony od czota pociagu (por. rys. 2). Ma-
cierze: bezwladnosci By, thumienia C, i sztywnosci K, maja wymiar 10x10 i sa
jednakowe dla wszystkich pojazdow. Wektor sit wzbudzajacych o wymiarze
10x1 jest wektorem blokowym o postaci

0 .
F, :LE}  gdzie F, =[F(), (), F;(0), F, O] @)

v

Sity Fy(t) ... F4(t) sa dynamicznymi oddziatywaniami toru na zestawy kotowe.
Dodatnie zwroty sit pokazano na rys. 2.

T T T L. _L' ' 4 = iy, ErJ;
fososotoswsmems o Y

Rys. 2. Ogdlny model pociagu i mostu oraz ich wzajemne oddziatywania
Fig. 2. General model of the train and bridge and their interactions

Rownania (2) dotyczace kolejnych pojazdoéw iy, =1, 2,..., N, zapisano dalej
W sposOb laczny tworzac wektory w; =col(wy,..., Wy,), Fi=col(Fy,..., Fy)
i macierze blokowo-diagonalne typu B = diag((By)1,..., (By)x). Symbol ,,col”
oznacza tu macierz kolumnowa (wektor). Nastepnie zmieniono uporzadkowanie
rOwnan, grupujac rownania zwiazane z wewnetrznymi stopniami swobody ko-
lejnych pojazddéw. Przemieszczenia odpowiadajace wewngtrznym stopniom
swobody zestawiono w wektor wr = col((wy)s,..., (Wy)n), ktory zawiera 6N,
elementow. Pozostale rownania tworza druga grupe zwiazana z przemieszcze-
niami zestawow kotowych, ktore tworza wektor zawierajacy 4N, elementow:
wg = col((W,)1,..., (Wy)n)-



Wptyw duzych predkosci w analizie stochastycznych drgan mostu... 19

Zmiang uporzadkowania réwnan zrealizowano przez podstawienie relacji
w; = A;col(wr, Wg) do uktadu zblokowanych rownan (2), gdzie A; jest macierza
przeksztatcenia polegajacego na zmianie uporzadkowania przemieszczen. Po
lewostronnym pomnozeniu przez macierz A,', otrzymuje si¢ finalna posta¢ row-
nan opisujacych drgania catego sktadu pociagu, z podziatem na dwie sprz¢zone
grupy wedtug wczesniej opisanego schematu:

O BRR WR CRT CRR WR KRT KRR WR -F
Warto zauwazy¢, ze macierze Brr, Crr | Krr sa diagonalne. Ponadto, kolejne
przemieszczenia zestawow kotowych, zawarte w wektorze wg, sa rownoczesnie
ugigciami dynamicznymi szyny W punktach kontaktu, w chwili t.

Rozwinigcie rownania (4) wedlug pierwszego wiersza i przeniesienie na
prawa strong wyrazow zawierajacych cztony sprzggajace prowadzi do réwnania

B Wy +CrpWr + KWy =—(CrpWg +KypWy )= Fr )

ktore opisuje drgania pociagu wzbudzane kinematycznie drganiami szyn.
Wynikiem rozwinigcia wedtug drugiego wiersza jest natomiast formuta

F:_(CRTWT +KRTWT)_(BRRWR +Crr\Wi +KRRWR) (6)

ktora okresla dynamiczne oddziatywania szyny na zestawy kotowe: Fj(t), gdzie
j=1,...,Noraz N =4N,. Wedlug zasady oddziatywan wzajemnych, sa to rOw-
nocze$nie dynamiczne naciski zestawoéw kotowych na szyne, przy czym catko-
wite sity nacisku Pj(t) = G; + Fj(t), pokazane na rys.2, sktadaja si¢ z naciskow
statycznych G; = (0,25M; + 0,5M;, + M,,)g oraz dynamicznych Fj(t).

2.2. Rownania ruchu ukladu most — tor — pociag

W pracy [4] autorzy przedstawili oryginalny, ptaski model obliczeniowy
uktadu: dzwigar mostowy — tor podsypkowy, ktérego obciazeniem jest zbior
ruchomych, nieresorowanych mas skupionych. Model ten wykorzystamy do
sformutowania rownan ruchu uktadu zlozonego z trzech sprzezonych podukia-
dow: dzwigara mostowego, toru podsypkowego i pociagu. Schemat rozwazane-
go uktadu jest pokazany na rys. 3.

Kluczowa idea modelu opisanego szczegdélowo w pracy [4] jest zalozenie,
ze warstwa podsypki stanowi ciagle, nieinercyjne podioze sprgzysto-ttumiace
typu Winklera, o charakterystykach liniowych k(x) i c(x) zmiennych na dtugosci
toru. Uwzgledniono strefy dojazdowe, usytuowane przed i za przeprawa mosto-
wa, dostatecznie dlugie, aby wzia¢ pod uwage efekt propagacji drgan spowodo-
wanych nadjezdzajacym pociagiem. Przyjeto zatem, ze tor podsypkowy sktada
si¢ z trzech odcinkoéw: odcinka centralnego o rozpigtosci Lo — opartego na dzwi-
garze mostu oraz dwoch stref dojazdowych o dtugosciach L, i L,, spoczywaja-
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cych na nieodksztalcalnym podtorzu. Réwnania ruchu dzwigara mostowego
i trzech odcinkow toru wyprowadzono metoda elementow skonczonych w ujgciu
Galerkina, przy czym zarowno dzwigar jak i zespot dwoch szyn tworzacych tor
potraktowano jako pryzmatyczne belki Eulera z ciagtym rozktadem masy. Wy-
prowadzone rownania ruchu polaczono za pomoca tzw. techniki podstruktur,
opisanej przez Biondiego [3].

Rys. 3. Schemat uktadu: most — tor — pociag z uwzglednieniem stref dojazdowych
Fig. 3. A bridge — track — train system and two approach track sections

Finalne réwnania ruchu zostaty sformutowane w pracy [4] przy zatozeniu,
ze obciazeniem toru jest uktad ruchomych, nieresorowanych mas skupionych
modelujacych pociag. Skutkiem tego zatozenia bylo pojawienie si¢ w rowna-
niach wspotczynnikow zmiennych w czasie. Po ich pominigciu otrzymuje sig
uktad dwoch rownan macierzowych zapisanych tacznie w nastepujacej postaci

Ffr_. 1 0 }Px} . {_9{(. 7% }{91} . { Ke .._..ISIQ}PK} _ F }
O :ng qQ _Cgr E ng qg _Kgr E Kgg qg 0 (7)

Wszystkie oznaczenia uzyte w rownaniu (7), z wytaczeniem wektora F,, sa zde-
finiowane w pracy [4]. Nadpisane kropki oznaczaja pochodne po czasie, indeks
,»Z" odnosi si¢ do dzwigara mostowego, indeks ,,r”” 0znacza tor (zespét dwoch
szyn). Rownania (7) stanowia punkt wyjscia do dalszych rozwazan.

Wektor F,, ktory reprezentuje obciazenie toru przejazdem pociagu, wymaga
szczegotowego zdefiniowania. Znana jest ogdlna formuta jego agregacji ([4])

Fo- 2/%?(231 AT ) ®

na podstawie wektorow Fy; zawierajacych rownowazniki obciazenia dziatajace-
go na k-ty element skonczony, wyodrgbniony w i-tej strefie toru. Indeks i okre-
$la odcinek toru: centralny i = 0, strefe dojazdowa przed mostem i = 1 i strefg za
przeprawa mostowa i = 2. Symbol n, oznacza liczbg elementéw, na ktore po-
dzielono strefe i. Macierze Ay i A; realizuja transformacje przemieszczen we-
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ztowych, polegajace na wyborze konkretnego podzbioru i okreslone wzorami
Wi = Ailri s Gni = A, ©)

gdzie: Wy; — wektor przemieszczen brzegowych elementu k w strefie toru i,
gy — wektor przemieszczen weztowych w strefie toru i,
gr — pelny zbidr przemieszczen weztowych toru (trzech stref), z wylacze-
niem utwierdzonych weztéw skrajnych.
Rozktad przemieszczen na dlugosci elementu skonczonego ly; jest aproksymo-
wany typowymi sze$ciennymi wielomianami Hermite’a, ktére tworza wektor
funkcji ksztattu Ny (&), gdzie &= (x/1),; i 0<& <1, zatem

Wi (€,1) = N (£) Wi (t) (10)

Jak pokazano na rys. 2, tor jest obciazony zbiorem ruchomych sit skupio-
nych Pj(t), gdzie Pj(t) = G; + Fj(t). Przyjeto, ze pociag porusza sig ze stala pred-
koscia v, wtedy polozenie j-tej sity na torze w chwili t opisuje funkcja s;(t) = vt —
d;, gdzie d; oznacza odlegtos¢ sity od czota pociagu, ktore w chwili poczatkowe;j
t = 0 znajduje si¢ na poczatku lewej strefy dojazdowej toru.

Obciazenie k-tego elementu skonczonego szyny znajdujacego si¢ w obrebie
i-tego odcinka toru, mierzone na jednostke¢ dlugo$ci, mozna zapisa¢ nastgpuja-
cym wzorem wyrazonym z uzyciem funkcji delta Diraca 6(+):

N
P (D) = D P D8(% —57) . s () =5;0)~(k-Dlg—a (12)
j=1

gdzie ap=Ls, =0, a,=L;+ Ly sa rozpigtosciami poprzedzajacych odcinkow
toru oraz N = 4N,. Wektor réwnowaznikéw obciazenia ma woéwCzas postaé

1 N -
Fi = Ikiiji P (&, 1)d& ZZN:{ P;(t) (12)
0 -1
gdzie
P, P.
N = NP (1) = Nyil&i' O] gdy &' € (0:1] 13
ki ki () {0 gdy égkpIJ e(O;l] ( )

jest wektorem funkcji ksztattu o argumencie 5,5" = S,Zj (t)/1; , zaleznym od cza-

su, §ledzacym potozenie sily Pj(t) wzgledem danego elementu skoficzonego. Ze-
stawiajac naciski zestawow kotowych pociagu w wektorach: G (naciski statycz-
ne Gj), F (naciski dynamiczne Fj(t)) i P (naciski taczne Pj(t)), oraz wektory
funkcji ksztattu (13) w kolumnach macierzy Nki , W uporzadkowaniu od j = 1 do
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j =N, otrzymujemy na podstawie wzoru (12)
Fki :Nklpzﬂlkl(G‘f‘F), gdZIe Nki :[NE N::Iz ] (14)

Dynamiczne naciski zestawoéw kotowych F(t) sa okreslone wzorem (6),
w ktorym wystgpuja przemieszczenia zestawow kotowych W(t) zebrane w wek-
torze wg, a takze ich predkos$ci i przyspieszenia. Przemieszczenia zestawow ko-
towych sa rowne ugigciom szyny §ledzacym potozenie sit Pj(t), mamy zatem

W, () = wig [ (0.1 = N &7 OIW, 1) (15)

jesli sita Pj znajduje sig¢ na k-tym elemencie w i-tej strefie toru. Uwzgledniajac
definicje (13) otrzymujemy po wykonaniu obliczen

Wg = N;(riWki , Wg = ILNLTWM + N-I[iwki (16)
ki
. V2 T 2V NTARY N TR
Wg = 2 Ny Wi +|_ Nii Wi + N Wi (17)
ki ki

gdzie () =d/d&. Podstawienie zaleznosci (16) i (17) do wzoru (6), a nastepnie
wzoru (6) do (14) daje wynik
Eki = NkiG + NkiF = NkiG - NkiCRTWT - NkiKRTWT -
~ ~ .. 2V ~ ~, ~ ~ .
NyiBrr Nk Wi _[I_NkiBRRNk-:—+NkiCRRNI-<riJWki - (18)
ki

2
RN ST, VS T LN NT
{Iz NyiBrr Ny +|—NkiCRRNki +NkiKRRNkijWki

ki ki

ktory na podstawie (8) i (9) prowadzi do nastgpujace;j, ostatecznej postaci wekto-
ra obciazenia toru

Fr = Fr _CrTWT - KrTWT - Brrqr _Crrqr - Krrqr (19)

gdzie

Ny

2 2 Ny -
Fo=) Y ATAGNGG Crr =D > ATAGN,Cqr
i=0 k=1 i=0 k=1
2 N

2 Nyi
= TATR 5 TATR 5T
T :Z;Ai AwiNGKgr By :Zszi AiNiBrrNGiAGA
i=0 k=1 i=0 k=1

A
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2
~ ~ 2V ~
Cr =D > ATALN, (I BrrNi +CRRNLJAkiAi,

K=Y > ATAGN, [I BrrNi CRRNLHKRRNL]AkiAi-
i ki

ki

Zdefiniowany w réwnaniu (5) wektor wymuszenia kinematycznego drgan
pociagu, po podstawieniu zaleznosci (16) i zsumowaniu po wszystkich elemen-
tach szyny, przyjmuje postac¢

FT:_ZZCTRNKIWkI ZZ( CreNy J"KTRNLJWki (20)

i=0 k=1 i=0 k=1
ktora po uwzglednieniu relacji (9) zapisano ostatecznie w formie
Fr=-C:4, -K7Q, (21)

w ktorej wprowadzono oznaczenia

Kr, = ZZ[ CrgNj +KTRNLjAkiAi,6Tr ZZCTRN AGA,

i=0 k=1 i=0 k=1

Drgania sprzezonego uktadu dzwigar mostowy — tor podsypkowy — pociag
sq ostatecznie opisane uktadem trzech réwnan rézniczkowych

BrWy + CrqWr + Kpqwy =F
Brrqr +Crrqr + Krrqr _Crgqg - Krgqg = Fr (22)
Byglg +Cogg + Kgglg ~Coyrlr —KgQr =0

na ktore sktada si¢ rownanie (5) opisujace drgania pociagu, wzbudzane kinema-
tycznie drganiami toru, oraz rdwnania drgan toru i dzwigara mostowego (7). Po
podstawieniu formut (19) i (21) do réwnan (22) i przeniesieniu na lewa strong
sktadnikow, ktore zaleza od przemieszczen, predkosci i przyspieszen drgan,
uktad rownan (22) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci, dogodnej do bezpo-
sredniego catkowania numerycznego:
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_.Ei.T_.T..? Crri Crp i 0 |[vy
0 ' r_ + _CrT_“:_C"+Crr :—Cg qr +
0 . —Cq i Cyq || 9
. b gy g
- , , (23)
KTT* KTr * 0 Wr 0
o —K Ky [|ag | |0

W rownaniach (23) ujawniaja si¢ sprze¢zenia drgan rozwazanego uktadu.
Sprzgzenie drgan pociagu i toru kolejowego jest konsekwencja zatozenia, ze
przemieszczenia pionowe zestawow kotowych pojazdu sa jednoczesnie ugig-
ciami szyny w punktach styku, natomiast za sprzezenie drgan toru i dzwigara
mostowego odpowiedzialna jest warstwa podsypki thuczniowe;j.

2.3. Symulacja losowych zmian sztywnos$ci podsypki

Warstwa podsypki w przyjetym modelu obliczeniowym mostu kolejowego
stanowi podloze sprezysto-thumiace typu Winklera, 0 zmiennych parametrach
k(x) i c(x). Jak pokazano w pracach [5] i [6], to zalozenie umozliwia wprowa-
dzenie do modelu obliczeniowego funkcji losowej, ktéra opisuje niewielkie,
przypadkowe zmiany sztywnos$ci podsypki wzdtuz toru kolejowego, mozliwe na
liniach duzych predkosci. Przyjeto, ze sztywnos¢ podsypki k(x) =k +k(x) jest
suma stalej wartosci $redniej k i losowej fluktuacji k(x)o zerowej wartosci
oczekiwanej i znanej funkcji korelacyjnej. Biorac pod uwage fakt, ze zmiany
sztywnosci podsypki wynikaja z dziatania wielu niezaleznych czynnikéw, zato-
zono zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym, ze fluktuacja sztywnosci
wokot warto$ci $redniej stanowi stacjonarny proces Gaussa. Symulacje nume-
ryczne takiego procesu mozna stosunkowo tatwo przeprowadzi¢ wykorzystujac
znang w literaturze aproksymacj¢ spektralna procesu stacjonarnego (por. [4],
[6]), pod warunkiem, Ze znana jest funkcja gestosci widmowej procesu.

W niniejszej pracy przyjgto funkcj¢ gestosci widmowej o postaci

2 2, 2 2
oa a“+o°+6
S, (@) =—X 24
e (@) 7 (& -0’ +6°) +4a%0? (24)
ktéra odpowiada dwuparametrowej funkcji korelacyjne;j
Ky (&) = o2e ) cos(or) (25)

pulsujacej harmonicznie z czgstoscia € [rad/m] i zanikajacej wyktadniczo wraz
ze wzrostem odleglosci (= X; — X, migdzy dwoma punktami X;, X, potozonymi
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na osi toru kolejowego. Parametr « > 0 odpowiada za szybkos$¢ zanikania kore-
lacji, symbol ok? = K4 (0) oznacza wariancjg procesu.

Funkcja gestosci widmowej (24) osiaga maksymalne warto§ci w otoczeniu
czestosci 6 = 2n/T,, gdzie T, oznacza dominujaca dhugosé fali procesu k(x),
ktory opisuje zmiany sztywnosci podsypki wzdtuz toru. W dalszych analizach za
Ty bedzie podstawiany osiowy rozstaw podktadéw, co 0znacza przyjecie zaloze-
nia, ze zasadnicze zmiany sztywnos$ci podsypki zachodza cyklicznie,
z czgstoscia odpowiadajaca rozstawowi podktadow kolejowych. To zalozenie,
zgodne z intuicja inzynierska, zostato potwierdzone do$wiadczalnie. WyniKki
badan eksperymentalnych, opublikowane przez Dahlberga w pracy [8], wskazu-
ja bowiem jednoznacznie na wystepowanie pewnej charakterystycznej czestosci
zmian sztywno$ci toru kolejowego, wynikajacej z istnienia podktadow.

3. Badania numeryczne

3.1. Charakterystyki probabilistyczne drgan mostu

Do wyznaczenia charakterystyk probabilistycznych drgan zastosowano me-
todg¢ symulacyjna Monte Carlo. Symulacje numeryczng stacjonarnego procesu
Gaussa, opisujacego zmiany sztywnosci podsypki, przeprowadzono stosujac
wspomniang wczesniej aproksymacje spektralna procesu, okreslona wzorami

N(A)
k(x) = \/EZan cos(@,X+¢,), a, =28 (@,)Aw (26)

n=1

podanymi migdzy innymi w monografii Sobczyka i Spencera [10]. Przesunigcia
fazowe ¢, we wzorze (26) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
rownomiernym w przedziale od 0 do 2z, z gestoscia 1/2n. Amplitudy a, oraz
czestosci wn= w+ (N —0,5)4w [rad/m] sktadowych harmonicznych szeregu
(26) sa powiazane z liczba wyrazow szeregu N,,, ktora dzieli przedziat czgstosci
(), wy) Na odcinki Aw = (w, — @)IN,, gdzie w, i w, okreslaja dolna i gorna gra-
nice przedziatu czgstosci uznanego za istotny.

Kazdej symulacji procesu zmian sztywnosci podsypki, obliczonej wedtug
wzoru (26), odpowiada konkretna realizacja drgan mostu, spowodowanych prze-
jazdem pociagu. Po wykonaniu N symulacji, zwiazanych kazdorazowo
Z Numerycznym wyznaczeniem przebiegéw drgan, otrzymuje si¢ zbior realizacji
drgan losowych. Na ich podstawie mozna wyznaczy¢ charakterystyki probabili-
styczne drgan — zmienne w czasie, poniewaz drgania mostu sg niestacjonarnymi
procesami stochastycznymi. W niniejszej pracy ograniczono obliczenia do war-
tosci oczekiwanych E[-] 1 wariancji Var[-], ktére w kolejnych chwilach t sa okre-
$lone znanymi wzorami
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N N
E[R] = D R, VarROI =~ > (R ()~ EIROD’ (27)
i=1 i=1

gdzie R(t) oznacza badany proces odpowiedzi mostu a Rj(t) jego realizacj¢. Na

podstawie wariancji obliczono odchylenia standardowe og(t) = Var[R(t)])*.

3.2. Obiekt badan

Jako obiekt badan przyjeto swobodnie podparty, jednotorowy, belkowy
most kolejowy o rozpigtosci Lo=30,0 m. Sztywnos¢ gigtna zelbetowego dzwi-
gara mostu wynosi Egly = 1,0703358:10* Nm? Mase warstwy podsypki tlucz-
niowej oraz podktadow kolejowych wliczono do réwnomiernie roztozonej masy
dzwigara my = 3,3147-10* kg/m. Przyjeto, ze parametr thumienia podsypki jest
staly 1 wynosi ¢(X) = ¢ = 2,8667-10° Ns/m?, natomiast sztywno$¢ podsypki zmie-
nia si¢ losowo wzdhuz toru oscylujac wokot wartosci éredniej k =1,1-10% N/m%
Zatozono, ze dtugosci stref dojazdowych toru wynosza L; = L, =100 m, uznajac
na podstawie pracy [3], ze jest to dtugo$¢ wystarczajaca, aby w numerycznych
symulacjach drgan mostu zastapi¢ tor nieskonczenie dlugi. Sztywno$¢ gigtna
belki modelujacej szyny toru kolejowego wynosi El, =1,2831:10" Nm? a jej
masa jednostkowa m, = 1,21-10° kg/m. W obliczeniach uwzgledniono thumienie
materialowe w szynach z czasem retardacji x; = 2,1-10° s oraz thumienie kon-
strukcyjne dzwigara z parametrem wymiarowym ug = 0,984 s™. Drgania mostu i
toru kolejowego wzbudzane sa przejazdem pociagu typu Shinkansen, ktory
sktada si¢ z odmiu 25-metrowych powtarzalnych jednostek napgdowych, z kto-
rych kazda zawiera dwa dwuosiowe wozki jezdne. Osiowy rozstaw wozkow
wynosi 17,50 m, osiowy rozstaw zestawow kotowych 2,50 m. Masa nadwozia
przy maksymalnym obciazeniu uzytkowym wynosi M. = 3,60-10* kg, masa ramy
wozka jezdnego wraz z masa silnikow trakcyjnych M, = 4,95-10° kg, masa ze-
stawu kotowego M, = 2,40-10° kg. Masowe biegunowe momenty bezwitadnosci
nadwozia i wozkow jezdnych, obliczone wzgledem s$rodkéw masy, wynosza
odpowiednio: J, = 1,894-10° kg'm?® i J, = 6,150-10% kg'm®. Przyjeto nastepujace
warto$ci  parametrow  sztywnosci i1 tlumienia  zawieszen  pojazdu:
ki = 8,870-10° N/m, ¢ = 4,335-10" Ns/m, k, = 2,540-10° N/m,
c> = 1,963-10* Ns/m. Zaznaczone na rys. 1 odleglosci od $rodkéw ciezkosci tarcz
masowych do punktéw zamocowania zawieszen wynosza: €; = 8,25 m oraz
e, = 1,25 m. Wielkosci opisujace model pociagu Shinkansen przyje¢to na pod-
stawie monografii [9].

3.3. Wplyw predkosci pociggu na charakterystyki probabilistyczne
drgan dzwigara mostowego i toru

Wartosci oczekiwane 1 odchylenia standardowe odpowiedzi dynamicznej
konstrukcji obliczono na podstawie 100 symulacji, zaktadajac, ze wspotczynnik
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zmiennoéci sztywnosci podsypki o, /k =0,3=30%. W obliczeniach przyjeto,
ze parametry funkcji korelacyjnej (25) wynosza a = 2,0 oraz 6 =10x/3, przy
czym warto$¢ parametru & odpowiada rozstawowi podktadow T, =0,6 m. Pred-

kos$¢ ruchu pociagu zmienia si¢ co 10 m/s poczawszy od 30 m/s (108 km/h) do
100 m/s (360 km/h), przy czym wyniki podano rowniez dla pierwszej predkosci
rezonansowej Vs = 78,312 m/s (281,924 km/h), obliczonej na podstawie pod-
stawowej czesto$ci whasnej uktadu dzwigar — tor: w; = 19,682 rad/s.

Na rys. 4 przedstawiono maksymalne warto$ci oczekiwane, wybrane
Z przebiegdw czasowych, oraz maksymalne odchylenia standardowe ugi¢é¢ dy-
namicznych dzwigara i toru kolejowego w srodku rozpigtosci mostu, w zalezno-
$ci od predkosci przejazdu pociagu. Cecha charakterystyczna wykresow warto-
$ci oczekiwanych jest znaczny wzrost przemieszczen w strefie predkosci rezo-
nansowej. Przemieszczenia zaczynaja narasta¢ juz po przekroczeniu okoto
60 m/s (216 km/h), osiagaja maksimum dla predkosci rezonansowej, potem ma-
leja do poprzedniego poziomu, osiagajac go przy predkosci okoto 90 m/s
(324 km/h). Strefa zwigkszonych ugie¢ dynamicznych obejmuje wiec dos¢ sze-
roki zakres duzych predkos$ci: od 60 do 90 m/s. Poza tg strefa wartosci oczeki-
wane ugieé utrzymuja si¢ w przyblizeniu na stalym poziomie i wynosza
w przypadku dzwigara od 2,9 do 3,4 mm, w torze od 3,2 do 3,9 mm. Pr¢dkosci
rezonansowej odpowiadaja dwukrotnie wigksze wartosci oczekiwane ugiec.

Mozna zauwazy¢, ze po przekroczeniu predkosci rezonansowej wartoSci
oczekiwane ugie¢ dynamicznych szyny i dzwigara praktycznie si¢ zréwnuja. To
oznacza, ze efektem bardzo duzych predkosci jest miedzy innymi znaczne
zwigkszenie dynamicznej sztywno$ci warstwy sprezystej, taczacej tor z dzwiga-
rem, co skutkuje duzym wzrostem przyspieszen drgan toru. Efekt ten jest wi-
doczny na rys. 5, gdzie pokazano wyniki analogiczne do przedstawionych na
rys. 4, ale dotyczace przyspieszen. Wartosci oczekiwane przyspieszen drgan toru
rosng znacznie ze wzrostem predkosci przejazdu pociagu, w przeciwienstwie do
przyspieszen dzwigara mostowego, ktore utrzymuja si¢ na stosunkowo niskim
poziomie od 0,5 do 1,5 m/s, z lokalnym maksimum 2 m/s® w strefie predkosci
rezonansowej. Wzrost przyspieszen toru nie jest monotoniczny, widoczne sa
lokalne ekstrema: przy predkosci jazdy pociagu 60 m/s — 7 m/s?, przy predkosci
rezonansowej Vyes = 78,312 m/s — prawie 13 m/s?, oraz przy predkosci 90 m/s —
ponad 17 m/s>. Sa to wartoéci bardzo duze w poréwnaniu z warto$ciami gra-
nicznymi, okreslonymi w zataczniku A2 do PN-EN 1990 [13], gdzie podano, ze
pionowe przyspieszenie nadwozia pojazdu nie powinno przekraczaé 1,0 m/s?
przy bardzo dobrym poziomie komfortu jazdy, 1,3 m/s® przy dobrym i 2,0 m/s?
przy dostatecznym. Stad wynika wniosek, ze przy duzych predkosciach pocia-
gow bardzo duze znaczenie ma odpowiedni dobor parametrow zawieszenia po-
jazdoéw szynowych, aby wytlumi¢ drgania toru przekazywane na nadwozie po-
jazdu i zapewni¢ wlasciwy komfort jazdy. W tym celu nalezy przeprowadzi¢
doktadniejsza analizg drgan, w tym drgan pojazdu, z uszczegétowieniem modelu
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obliczeniowego pociagu, w ktorym powinna by¢ uwzglgdniona mozliwos¢ chwi-
lowego odrywania si¢ kot pojazdu od toru, np. przez wprowadzenie wigzi kon-
taktowych typu Hertza [9]).
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Rys. 4. Maksymalne wartosci oczekiwane i maksymalne odchylenia stan-
dardowe przemieszczen dzwigara i toru w $rodku rozpigto$ci mostu

Fig. 4. Maximum expected values and maximum standard deviations of
girder and track displacements at the bridge mid-span
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Rys. 5. Maksymalne wartosci oczekiwane i maksymalne odchylenia standar-
dowe przyspieszen drgan dzwigara i toru w srodku rozpigto$ci mostu

Fig. 5. Maximum expected values and maximum standard deviations of girder
and track accelerations at the bridge mid-span

Miara wplywu nieregularno$ci cech sprezystych podsypki na drgania dzwi-
gara mostowego i szyn sa odchylenia standardowe, ktore informuja o tym, jaki
jest rozrzut badanej odpowiedzi konstrukcji, spowodowany losowa zmiennoscia
sztywnosci podsypki. Jak wynika z rys. 4, rozrzut ugie¢ dynamicznych dzwigara
i toru jest bardzo niewielki, pomijalnie maty z inzynierskiego punktu widzenia
— odchylenia standardowe sa wielokrotnie mniejsze od wartosci oczekiwanych
I nie wykazuja stalej tendencji wzrostowej ze wzrostem predkosci przejazdu po-
ciagu. Trzeba podkresli¢, ze wpltyw zmian sztywno$ci podsypki na ugiecia dy-
namiczne konstrukcji okazat si¢ pomijalnie maty pomimo tego, ze wspotczynnik
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zmiennoS$ci sztywnosci wzgledem wartosci sredniej zatozono na do$¢ wysokim
poziomie 30%.

Z rys. 5 wynika natomiast, ze zatozone, losowe zmiany sztywnosci podsyp-
ki maja widoczny wptyw na przyspieszenia drgan, jednak w przypadku dzwigara
mostowego wpltyw ten nie jest duzy. Najwigksze maksymalne odchylenie stan-
dardowe przyspieszen, pojawiajace si¢ przy predkosci pociagu 70 m/s, wynosi
okoto 0,17 m/s?, co stanowi 17% maksymalnej warto$ci oczekiwanej przyspie-
szenia, wyznaczonej przy tej predkosci. Rozrzut przyspieszen rzedu 17% wydaje
si¢ znaczacy, jednak biorac pod uwage fakt, ze warto$ci oczekiwane sa stosun-
kowo male, mozna stwierdzi¢, ze zmiany sztywnosci podsypki nie maja duzego
wplywu na przyspieszenia dzwigara, nawet przy duzych predkosciach ruchu po-
ciagu.

W przypadku toru, odchylenia standardowe przyspieszen szybko rosna
wraz ze wzrostem predkosci pociagu. Nalezy jednak zauwazy¢, ze rOwnoczesnie
rosng warto$ci oczekiwane, dlatego najwigksza warto$¢ maksymalna odchylenia
standardowego, wystgpujaca przy predkosci 90 m/s, stanowi tylko okoto 7%
odpowiedniej wartosci oczekiwanej. Przy predkosci 70 m/s otrzymujemy war-
to$¢ 15%. Chociaz rozrzut przyspieszen drgan toru generalnie nie jest duzy w
porownaniu z wartos$ciami oczekiwanymi, to jednak przy duzych predkosciach
jego warto$¢ moze przekracza¢ 1 m/s’. Uwzglednienie zmian sztywno$ci pod-
sypki moze mie¢ zatem istotne znaczenie w ocenie komfortu jazdy a takze nie-
zawodnosci zmgezeniowej szyn. W ujeciu stochastycznym problemu niezawod-
nosci niezbgdne jest bowiem wyznaczenie czestotliwo$ci wystgpowania pikow
naprezen, ktora zalezy od przyspieszen zmian napr¢zen w materiale [10], a te z
kolei sa bezposrednio zwigzane z przyspieszeniami drgan.

4. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano efektywna metode wyznaczania charakterystyk
probabilistycznych drgan uktadu dzwigar mostowy — tor — pociag, z nawierzch-
nig podsypkowa o losowo zmiennej sztywnos$ci. Przeprowadzono analizy nume-
ryczne dla réznych predkosci przejazdu pociagu, z uwzglednieniem predkosci
rezonansowej. Przy zatozonym, §rednim poziomie zmian sztywnoS$ci podsypki
thuczniowej (30%), uzyskano wyniki pozwalajace sformutowaé nastepujace
whnioskKi:

e Duze predkosci, przekraczajace 60 m/s, maja istotny wplyw na warto$ci
oczekiwane ugie¢ dynamicznych dzwigara mostowego i toru kolejowego

a takze na wartosci oczekiwane przyspieszen toru. Nie wplywaja natomiast

znaczaco na wartosci oczekiwane przyspieszen dzwigara.

e W obszarze duzych predkosci pojawia si¢ rozlegla strefa rezonansowa,

W ktorej nastgpuje znaczny wzrost warto$ci oczekiwanych ugi¢¢ dzwigara

i toru — dwukrotny w badanym obiekcie, przy predko$ci rezonansowe;.
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e  Efektem bardzo duzych predkosci, wigkszych od predkosci rezonansowej,
jest zjawisko ,,usztywnienia” warstwy sprezystej w nawierzchni kolejowej,
ktérego skutkiem sa bardzo duze warto$ci oczekiwane przyspieszen toru.

e  Duze predkosci nie powoduja istotnego zwigkszenia efektow dynamicznych
spowodowanych nieregularnosciami cech spr¢zystych podsypki, ktore
skutkuja losowa zmiennoscia jej sztywnosci.

e  Wplyw losowych zmian sztywnos$ci podsypki na ugigcia dynamiczne dzwi-
gara i toru jest przy duzych predkosciach nadal pomijalnie maty a wptyw na
przyspieszenia drgan jest znaczacy, moze by¢ rzedu kilkunastu procent.

o W przypadku dzwigara, kilkunastoprocentowy rozrzut przyspieszen nie ma
znaczenia z punktu widzenia inzynierskiego, poniewaz przyspieszenia sa
mate. Natomiast w torze kolejowym, w ktorym przyspieszenia drgan sa
bardzo duze w strefie duzych predkosci, analogiczny rozrzut moze mieé
istotny wptyw na oceng trwatosci toru w aspekcie zmeczenia materiatu.

Podsumowujac zaprezentowane wyniki analiz nalezy stwierdzi¢, ze bardzo nie-

korzystnym efektem dynamicznym ruchu pociagdéw z duzymi predkosciami jest

nadmierny przyrost wartosci przyspieszen toru. Efekt ten nie ujawnia sig

w drganiach dzwigara mostowego i moze by¢ znacznie zmniejszony poprzez

wbudowanie w nawierzchni¢ kolejowa dodatkowych elementow konstrukcyj-

nych wykonanych z materiatéw wibroizolacyjnych. Analiza skuteczno$ci takiej
wibroizolacji bedzie przedmiotem dalszych badan autorow.
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HIGH SPEED EFFECTS IN STOCHASTIC VIBRATION ANALYSIS
OF RAILWAY BRIDGE WITH RANDOMLY VARYING BALLAST
STIFFNESS

Summary

The paper is devoted to vibration analysis of railway beam bridge with ballasted track under
high-speed train passage. Along track random variations of the ballast stiffness are taken into ac-
count in the analysis. The dynamic model of the train, consisting of vehicles with 6 internal de-
grees of freedom each, is presented, and then, equations of motion of the bridge girder — ballasted
track — train system are derived. Time histories of expected values and standard deviations are
calculated with the use of Monte Carlo method, on the basis of numerical simulations performed
for displacements and accelerations of bridge and track vibrations. Maximal values of these time-
dependent probabilistic characteristics are shown on graphs in dependence on the train speed. Bas-
ing on an analysis of presented numerical results, the concluding remarks are formulated in order
to estimate high speed effects on: a) expected values of bridge and track displacements and accel-
erations, b) standard deviations being a measure of vibration scattering due to random variations of
the ballast stiffness.
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